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Romeu Cestaro

RESUMO

Este artigo tem por objetivo abordar a utilizagdo do ajuste de curvas pelo método dos
quadrados minimos na elaboracdo de um modelo matematico que seja capaz de estimar a
producdo de soja para a safra 2015/16 no Estado de Rondonia. Para tanto, dados referentes as
safras de soja anteriores foram coletados a partir da base de dados da Companhia Nacional de
Abastecimento (CONAB). Verificou-se que o modelo obtido realizou uma boa aproximacao
com a fungdo tabelada, considerando-se que o maior erro relativo percentual observado tenha
sido de 5,78% e erro relativo médio de 2,75%; além disso, a estimativa para a producdo de
soja em Rondonia para a safra 2015/16, dada pelo modelo, estd bastante proxima da
estimativa da CONAB para o mesmo periodo, apresentando uma diferenga percentual de
1,39%.

Palavras-chave: M¢étodos numéricos. Método dos Quadrados minimos. Modelagem
matematica. Produg¢do de soja. Rondonia.

1 INTRODUCAO

Uma maneira de se trabalhar com uma funcdo definida por uma tabela de valores ¢ a
interpolagdo polinomial, na qual os pontos dados concernem a fung¢ao interpoladora. Contudo,
Ruggiero e Lopes (2010) observam que existem situacdes nas quais ¢ necessario obter um
valor aproximado para um ponto contido fora do intervalo de dados (quando se deseja
extrapolar) ou os valores da tabela provém de algum tipo de experimento fisico ou pesquisa
cujos valores podem conter erros ndo previsiveis, quando um método interpolador pode nao
ser aconselhavel.

Neste contexto, define-se o objetivo primordial deste trabalho, que ¢ abordar o ajuste
de curvas pelo método dos quadrados minimos na elaboracao de um modelo matematico que
seja capaz de estimar a producdo de soja para a safra 2015/16 no Estado de Rondonia,

\

representando uma boa aproximagdo para os valores tabelados, inerentes a producdo das
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safras de anos anteriores, permitindo a realizagdo da estimativa (extrapolagdo) com uma boa
margem de seguranga.

Com o desenvolvimento deste trabalho, procura-se responder a algumas questdes a
respeito da utilizagdo deste método: (I) O método dos quadrados minimos ¢é capaz de realizar
um bom ajuste sobre os dados da producdo de soja, resultando, assim, em um modelo
matematico representativo? (II) O modelo matematico obtido ¢ capaz de estimar a producdo
de soja no Estado de Rondonia para a safra 2015/2016, dentro de uma margem de erro
aceitavel?

Para alcangar o objetivo proposto, utilizou-se como recurso metodologico a pesquisa
bibliografica, baseada nos fundamentos apresentados por autores como Franco (2006),
Ruggiero e Lopes (2010), Sperandio, Mendes e Silva (2014), e documental, a partir do
levantamento dos indicadores das safras de soja do Estado de Ronddnia, tendo como fonte a

base de dados da Companhia Nacional de Abastecimento (CONAB) (BRASIL, 2016).

2 AJUSTE DE CURVAS PELO METODO DOS QUADRADOS MINIMOS — CASO
DISCRETO E CASO NAO LINEAR

O método dos quadrados minimos pode ser definido como um método de aproximagao
de funcdes que consiste na projecdo vetorial ortogonal sobre um subespago. Isto €, ocorre a
aproximacao de f, uma fun¢do continua definida em um intervalo [a, b], por uma combinagao
linear de fungdes, dada pela Funcdo (1), cujos coeficientes devem ser determinados de modo
que a norma euclidiana ponderada do vetor erro ¢ — f resulte a menor possivel, ou seja, que a
distancia seja minima entre ambas as fungdes (FRANCO, 2006; SPERANDIO; MENDES;
SILVA, 2014).

P(x) = a191(x) + ag2(x) + - + apgn(x) (D

O ajuste de curvas pelo método dos quadrados minimos, através do qual sabe-se que
ocorre a aproximacao de uma fungdo y = f(x) € E por um polindbmio de grau m, B, (x) =
F(x) € E', pode acontecer, conforme observa Franco (2006, p. 248), “[...] tanto no caso em
que f(x) é conhecida por sua expressdo analitica, isto ¢, f(x) € C[a, b] (caso continuo),
como no caso em que f(x) ¢ dada por pares de pontos, como aqueles obtidos a partir de

experimentos (caso discreto)”.
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2.1 Caso discreto

Quanto ao caso discreto, suas definicdes e propriedades sao dadas por Ruggiero e
Lopes (2010). Considerados um numero m de pontos tabelados
(20, F ), (02, F(x2))s s Gy F () € 1 funges gy (), 92X, .., (), de alguma
forma escolhidas, deve-se determinar os coeficientes a4, &3, ..., @,, de modo que a Fungao
(1) se aproxime ao maximo de f(x), ou seja, que resulte minima a soma dos quadrados dos

desvios. Estes coeficientes sdo aqueles que minimizam a Fung¢ao (2):

F(ay, ay, .., an) = Xpeq[f (o) — ()] = Xkea[f (o) — ar g1 (i) — @)
292 (X )= —angn ()]

Para que seja exato o ajuste do modelo aos dados do problema trabalhado, o minimo
da referida fungao deve ser zero. Para que se obtenha um ponto de minimo da Fungao (2), os
pontos criticos (aq, &y, ..., &,) devem ser encontrados, sendo necessario o calculo das
derivadas parciais, as quais deverdo ser igualadas a zero. A Funglo (2), ao ser derivada

parcialmente em relagdo a a;, resulta em:

oF

(arq,02,...00)

m 3)
=2 Z[f(xk) —a191(x1) — @292 (x1)—... —apngn (X )] [— g (x1)]
=1

Igualando-se a Fungdo (3) a zero, obtém-se:
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Z[f(xk) - “191(xk)—---—“n.gn(xk)][gj(xk)] =0,j=1,..,.n
k=1

e
[f(xk) - algl(xk)_' o _an.gn(xk)]gl(xk) =0

“4)
[f(xk) - algl(xk)_' o _angn(xk)]gz (xk) =0

[f(xk) o algl(xk)_' . _angn(xk)]gn(xk) =0

—
&

1l
[y

= I I

Isoladas as varidveis do Sistema (4), obtém-se um sistema linear de n equacdes e n
incognitas. Trata-se de um sistema composto por equagdes conhecidas como equagdes

normais:

a1+ .+

Z gn(xugl(xk)] @ = Z f()91(x0)

Z 91(6091(x0)

Z g1(x) g2(xx)

a1+ -+

Z gn(xk>gz<xk)] =) g2
k=1 (5)

Z gn(kan(xk)] =) f) g
k=1 =

k=1

Z PRERTHED
\Li=1

2.2 Caso nao linear

Além dos casos discretos, existem aqueles casos considerados ndo lineares, ou seja,
casos de familias de fungdes que, segundo Ruggiero e Lopes (2010), ndo apresentam
linearidade nos parametros (no caso de uma fungdo exponencial, por exemplo), o que requer
que os dados do problema modelado sejam linearizados através de uma transformacao
conveniente. O método dos quadrados minimos ¢, entdo, aplicado sobre o problema
linearizado, o que pode ndo gerar parametros o6timos dentro do critério dos quadrados

minimos, por estar sendo ajustado o problema linearizado e ndo o problema original.

ForSci.: r. cient. IFMG, Formiga, v. 4, n. 1, p. 114-124, jan./jun. 2016



118

+ FORSCIENCE

CESTARO, R. AJUSTE de curvas pelo método dos quadrados minimos na elaboracdo de modelo
matematico para estimativa da produgéo de soja no estado de Ronddnia

Modelo nio linear Transformacio
correspondente
Y =ax*eb* InY =lna+bx
Y =a=xb* InY =Ina+ (Inb) xx
Y = [HHbrter InY = a+ bx; + cx,
1
T bm T om, L by +ox,
1 1
V= e In <? - 1) = a+bx; +cx,

Quadro 1- Transformagdes de modelos nio lineares
Fonte: Adaptado de Barroso ef al. (1987, p. 339).

3 PRODUCAO DE SOJA NO ESTADO DE RONDONIA

O Estado de Rondonia, quarto maior da Regido Norte do Brasil em extensdo
territorial, vem conquistando participagdo cada vez mais expressiva no quantitativo nacional
da produgdo de soja, cuja exportagdo movimentou, em nivel nacional, mais de 286 milhdes de
dolares, entre os meses de janeiro a setembro de 2015. O vegetal ocupa, atualmente, o posto
de segundo produto mais exportado do Estado, representando 36,7% das exportagdes
rondonienses, perdendo apenas para a carne bovina (RONDONIA, 2015b).

O aumento sucessivo na producdo de soja ¢ observado desde o ciclo 2006/07, o ultimo
em que ocorreu reducdo de area no Estado, quando foram plantados 90,4 mil hectares.
Destacam-se, sobretudo, os indicadores relativos as ultimas safras, cujos quantitativos de
producao sobressairam-se aos demais a exemplo do desempenho obtido pela safra de 2014/15,
beneficiado pelo aumento das areas de producao de soja para novas regides do Estado e pela
manutengdo dos investimentos em mecanizagdo ¢ ado¢do de novas tecnologias na lavoura.
Além disso, o governo do Estado avalia que o avango da agricultura sobre areas de pastagem
deve ser o principal fator de crescimento da area plantada com soja em Rondonia para a safra
2015/16 (RONDONIA, 2015a; SALOMAO, 2015).

A Tabela 1, apresentada a seguir, relaciona o quanto se produziu em toneladas de soja

no Estado de Rondodnia entre as safras 2006/07 a 2014/15, com base nos dados da CONAB:
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Tabela 1 — Producdo de soja no Estado de Rondonia

Safra Producio (em 1.000 t)
2006/07 277,5
2007/08 311,6
2008/09 326,5
2009/10 384,3
2010/11 4253
2011/12 462,2
2012/13 539,3
2013/14 607,7
2014/15 732.,9

Fonte: Brasil (2016).

4 MODELO MATEMATICO PARA ESTIMATIVA DA PRODUCAO DE SOJA NO
ESTADO DE RONDONIA

Tendo como base o quantitativo em toneladas de soja referente ao que o Estado de
Rondonia produziu entre as safras de 2006/07 a 2014/15, pretende-se, através do ajuste de
curvas pelo método dos quadrados minimos, obter um modelo matematico representativo que
possibilite a obten¢ao de valores nao tabelados, oportunizando a proje¢ao da produ¢do de soja

para safras futuras. Os seguintes pares ordenados constituirdo a funcdo tabelada:

(20, f ) = (1;277,5)  (x2, f(x2)) = (25311,6) (x5, f(x3)) = (3;326,5)
(x4, f(x4)) = (4;384,3)  (x5,f(x5)) = (5;425,3) (%6 f(x6)) = (6;462,2)  (6)
(%7, f(x7)) = (7;539,3)  (xs f(x5)) = (8;607,7) (x0,f(x9)) = (9;732,9)

O objetivo € encontrar uma fungdo que seja um bom ajuste aos dados da producao de
soja, dentro do que se considere uma boa margem de seguranga. Para tanto, o primeiro passo ¢
a geracdo do diagrama de dispersdo com os pares ordenados (6); a partir do grafico gerado, a
tendéncia dos dados ¢ analisada, para que se possa escolher o modelo de fun¢ao adequado

para a linearizagdo do problema em questao.
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Grafico 1 — Dispersédo dos dados da fungéo tabelada
Fonte: Elaboragdo do autor.

A dispersdo dos dados, observada no Grafico 1, torna evidente a nao linearizagdo dos
parametros da fungdo tabelada, cuja disposi¢do dos pares ordenados assemelha-se a uma
curva exponencial. Sugere-se, portanto, que o ajuste da curva dos dados do problema em

questao possa ser realizado a partir de:

fx) = px) = a;e?* (7
Sendo um caso ndo linear, o processo de ajuste pelos quadrados minimos nio se

baseara em f(x) directamente. Antes disso, ¢ requerida a linearizagdo do problema

apresentado, dado por:
z=1In(f(x)) ~ In(a,;e%*) = In(ay) + azx = p(x) (8)
Portanto, o ajuste por quadrados minimos ocorrera na Equacdo (8), encontrando-se

¢ = a, +ayx,onde a; = In(a;) e a, = a,.
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Tabela 2 - Obtengdo de z = In(f (x))

f(x) z = In(f(x))
2775 5,626
311,6 5,742
326,5 5,788
3843 5,951
4253 6,053
462,2 6,136
539,3 6,290
607,7 6,410
732,9 6,597

Fonte: Elaboragio do autor.

Definidos os valores de z = In(f (x)) (TABELA 2) e escolhidas as fung¢des g,(x) = 1
e g,(x) = x, deve-se solucionar as equagdes do Sistema (5), encontrando, desta forma, o

Sistema (9):

{ 9a, + 45a, = 54,5931 (9)
45a, + 285a, = 280,0426

Com a resolucdo do Sistema (9), sdo obtidos os resultados a; = 5,4764 ¢ a, =
0,1179. Sabendo-se que a; = In(a;) e a, = a, e tendo sido conhecidos os valores de a; e

a,, tém-se:

a, =et
a, = 54764
(10)
a, = 238,98
a, = 0,1179

Considerando-se o ajuste da curva pela Fungdo (7) e os valores conforme (10), sdo
realizadas as devidas substitui¢des para que se obtenha o modelo matematico pretendido para

a estimativa da produgdo de soja:

@(x) = 238,98 ¢*1179% (11)

ForSci.: r. cient. IFMG, Formiga, v. 4, n. 1, p. 114-124, jan./jun. 2016



122

+ FORSCIENCE

CESTARO, R. AJUSTE de curvas pelo método dos quadrados minimos na elaboracdo de modelo
matematico para estimativa da produgéo de soja no estado de Ronddnia

S RESULTADOS

Para se avaliar a confiabilidade do modelo matematico proposto, realizou-se uma
comparagdo entre os dados reais da producao de soja em Rondodnia referente as safras 2006/07

a 2015/16 e os dados virtuais obtidos pelo modelo elaborado, como observado na Tabela 3:

Tabela 3 — Comparag@o entre os dados reais e os dados obtidos pelo modelo matematico

X f(x) Modelo ¢ (x) Erro relativo (%)
1 277,5 268.9 3,10
2 311,6 302,5 2,91
3 326,5 340,4 4,25
4 384,3 383,0 0,34
5 4253 430,9 1,32
6 4622 484.,8 4,89
7 539,3 545,5 1,15
8 607,7 613,7 0,99
9 732,9 690,5 5,78

Fonte: Elaboragdo do autor.
Nota: Produgdo expressa em mil toneladas (1.000t).

Conclui-se que o modelo matematico obtido ¢ bastante representativo, apresentando
erro relativo médio de 2,75% com relagdo aos indicadores da CONAB, compreendendo-se ter
sido uma boa escolha para o ajuste da curva de dados o modelo de fungdo (7). O Gréafico 2
ilustra o ajuste do modelo matematico obtido, descrito pela Fungao (11), aos dados da funcao

tabelada.
800,0
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Grafico 2 — Funcdo tabelada versus modelo obtido
Fonte: Elaboragdo do autor.
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A validade do modelo matematico ¢ também observada no caso da extrapolagdo dos
dados, ou seja, na projecdo da producdo de soja para safras futuras, ndo tabeladas. Para a safra
de 2015/16, o modelo obtido estima que a produgdo de soja em Rondonia chegue as 777.000
toneladas, apresentando diferenca percentual de 1,39% com relagdo a estimativa realizada

pela CONAB no més de junho de 2016, para a mesma safra (787.800 toneladas).

6 CONCLUSAO

Pdde-se observar, por meio do presente trabalho, a validade do ajuste de curvas pelo
método dos quadrados minimos na elaboragcao de um modelo matematico representativo, que
estime a produ¢do de soja no Estado de Ronddonia com base em quantitativos de safras
anteriores.

Verificou-se que o modelo obtido realizou uma boa aproximagao com os dados do
problema trabalhado, considerando-se que o maior erro relativo percentual observado nos
testes tenha sido de 5,78% ¢ erro relativo médio de 2,75% com relacdo aos indicadores da
CONAB.

Observou-se que a funcdo obtida ndo gerou parametros necessariamente 6timos, algo
que pode ser atribuido ao fato de ter sido trabalhado o problema linearizado, € ndo o problema
original. Contudo, ficou evidente que ela ¢ bastante representativa, especialmente quando se
trata da extrapolagdo de dados, que € o objetivo pretendido para o referido modelo.

Aliés, € esta justamente a ideia ao se aplicar o método dos quadrados minimos em vez
de um método interpolador. Neste caso, observou-se que o modelo obteve uma estimativa de
producdo de soja para a safra 2015/16 bastante proxima da estimativa da CONAB para a

mesma safra, apresentando diferenga percentual de 1,39%.

LEAST-SQUARES BASED CURVE FITTING FOR DEVELOPING A MATHEMATICAL
MODEL TO ESTIMATE SOYBEAN PRODUCTION IN RONDONIA

ABSTRACT

This paper intends to approach the use of least-squares based curve fitting for developing a
mathematical model to estimate the soybean production for 2015/16 crop year in Rondonia.
For this purpose, data on previous soybean crop years were collected from the Companhia
Nacional de Abastecimento (CONAB) database. It was found that the obtained model made a
good approximation to the tabulated function, considering that the greatest relative error

percentage observed was 5.78%, and average relative error of 2.75%; also, the estimate for
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soybean production in Rondonia for 2015/16 crop year, given by the model, is pretty close to
CONAB estimate for the same period, presenting a percentage difference of 1.39%.

Keywords: Numerical methods. Method of least squares. Mathematical modeling. Soybean
production. Rondodnia.
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