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RESUMO

O objetivo desse trabalho ¢ obter um modelo matematico para a evolugdo populacional da
cidade de Pirapora/MG, baseando-se apenas nos dados de censos e contagens populacionais do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Para isso, ¢ utilizada a interpolagdo por
splines cubicas, pois as técnicas de interpolagdo linear e polinomial, ¢ também o modelo
logistico, ndo se ajustam bem a essa populagdo. Os dados analisados ndo sdo equidistantes,
entdo, utiliza-se como amostra anos separados com passo 4 de 10 anos. Os valores descartados
inicialmente e as estimativas populacionais para esse municipio, descritos pela Fundagao Joao
Pinheiro, serviram para validagdo do modelo construido, e para a estimativa das diferencas
percentuais de previsdo, que ndo ultrapassaram os 2,21%. Ao se considerar que o padrao de
evolucdo populacional de 2000 a 2010 se mantera até 2020, estima-se as populagdes da cidade
de 2011 a 2020, cuja diferenca percentual média foi de apenas 0,49%. Conclui-se que o modelo
se ajusta muito bem aos dados, e que estimativas populacionais em qualquer ano de 1970 e
2020 sao confiaveis. Além disso, o modelo permite a visualizagdo pratica de uma aplicagao
dessa técnica na modelagem populacional, e, portanto, também pode ser utilizada para fins
didaticos.

Palavras-chave: Splines cubicas. Interpolacio. Modelagem matematica. Evolucdo
populacional. Pirapora.

USING CUBIC SPLINES ON MATHEMATICAL MODELING OF THE
POPULATION EVOLUTION OF PIRAPORA/MG

ABSTRACT

The main objective of this paper is to obtain a mathematical model for the evolution of the
population in Pirapora/MG, based only on data from censuses and population counts from
Brazilian Institute of Geography and Statistics (IBGE). For this, the cubic spline interpolation
is used because the technique of linear and polynomial interpolation, and also the logistic model
do not fit well with this population. The analyzed data are not equidistant, then, it is used as
sample, years apart with step 4 of 10 years. The values initially dropped and population
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estimates for this city, described by Fundacdo Jodo Pinheiro, served to validate the constructed
model, and to estimate the percentage differences of prediction, which did not exceed 2.21%.
Considering that the pattern of population evolution from 2000 to 2010 will remain until 2020,
it is estimated the population of the city from 2011 to 2020, whose average percentage
difference was only 0.49%. The conclusion is that the model fits well to the data, and population
estimates in any year from 1970 to 2020 are trustfull. Beyond, the model allows practical
visualization of an application of this technique in population modeling, and therefore, it can
also be used for teaching purposes.

Keywords: Cubic splines. Interpolation. Mathematical modeling. Population Evolution.
Pirapora.

1 INTRODUCAO

Pirapora ¢ o segundo maior polo de industrializagdo do Norte de Minas Gerais, sendo
classificada, portanto, como uma cidade de porte médio, em relagdo a sua estrutura e
funcionabilidade dentro de sua microrregido, isto €, sua capacidade de produgdo e prestagdo de
servigos. Situa-se a cerca de 340 km de Belo Horizonte, e, segundo o ultimo censo, tem uma
populacao aproximada de 53.368 habitantes.

O rio Sao Francisco foi, durante o ciclo da mineragdo, importante meio de transporte
para o abastecimento da regido das minas. As mercadorias saiam da Bahia subindo o rio e,
quando terminava o trecho navegével, seguiam por terra até os centros mineradores. A cidade
nasceu justamente no ponto de baldeacdo, na margem direita do rio, a jusante da cachoeira de
Pirapora. O toponimo de origem tupi significa salto do peixe ou onde o peixe salta — pira (peixe)
e poré¢ (salto) (IBGE, 2013; PREFEITURA..., 2012).

Até 1950, Pirapora contava com os distritos de Buritizeiro, Guaicui, Lassance ¢ Varzea
da Palma, totalizando cerca de 30.000 habitantes. Em 1962, todos esses municipios ja estavam
emancipados e a administracio politica de Pirapora passou a ser em sua sede, com 581km?
(IBGE, 2013).

Devido a sua posicdo estratégica, a instalacdo de grandes empresas na cidade entre os
anos de 1970 ¢ 1990, como LIASA S/A, em 1972, a INONIBRAS, em 1983, ¢ a CEDRO
TEXTIL, em 1988, além das médias e pequenas empresas que sdo atraidas pelas grandes, um
grande crescimento populacional pode ser observado nesse periodo, onde a populagdo passou
de 20.282 para 46.351 habitantes, o que corresponde a um aumento de aproximadamente
128,53%.

Contudo, apds esse periodo, ndo houve instalagdo de outras grandes empresas na cidade,

pelo menos empresas que necessitavam de um grande numero de funcionarios, fazendo com
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que o crescimento acelerado ocorrido de 1970 até 1990 fosse reduzido. Atualmente, apés um
periodo maior que o do grande aumento mencionado, a populagdo de Pirapora é apenas cerca
de 15,80% maior do que era em 1990.

Desde 1973, o IBGE atua no campo das projegdes populacionais brasileiras, utilizando
0 Método das Componentes Demograficas, que considera as trés componentes da dindmica
populacional: mortalidade, fecundidade e migragdo. Sendo assim, as proje¢des feitas com essa
metodologia proporcionam a formulacdo de vérias hipoteses referentes a diversos cenarios
(FREIRE, 2001; IBGE, 2008).

Com o intuito de obter um modelo matematico que apenas com os dados populacionais
dos ultimos recenseamentos e contagens populacionais possa obter estimativas populacionais
proximas as obtidas pelo IBGE e pela Fundacdo Jodo Pinheiro, foram analisados alguns
métodos de interpolacdo de pontos ja conhecidos na literatura e também um conhecido modelo
de crescimento populacional, o modelo logistico (BOYCE; DIPRIMA, 2009; SANTOS, 2012,
2013).

Analisando o trabalho de Gongalves et al. (2013) para a obtencdo dos pardmetros do
modelo logistico baseando-se nos dados populacionais de Pirapora, ficou claro que, com a
técnica de diferencas finitas utilizada, os dados da evolugdo populacional dessa cidade ndo se
adequam de maneira satisfatoria a esse modelo. Além disso, apds uma sucinta discussao sobre
métodos de interpolacao, concluiu-se que os principais deles ndo sao uma boa op¢ao quando se
quer uma curva que represente esses dados de maneira mais realista.

Sendo assim, apresenta-se neste artigo um modelo matematico da evolugdo
populacional de Pirapora no periodo entre 1970 e 2020, utilizando o processo de interpolagao
por splines cubicas, que ¢ uma das técnicas que podem ser utilizadas para inferir valores
intermediarios a partir de uma série de dados conhecidos, com o uso de formulas matematicas
ou procedimentos graficos (SHRYOCK; SIEGEL, 1980). Para um melhor entendimento,
também ¢ apresentada uma sucinta revisdo sobre essa técnica numérica, focando em sua
utilizacdo.

A validacdo do modelo foi feita com a utilizagdo de dados populacionais nao
considerados para a construcao da spline. Para anos anteriores a 2010, os dados utilizados foram
os fornecidos pelo IBGE (2013); e para anos posteriores a 2010, os dados utilizados foram os
da Fundagdo Jodo Pinheiro (2009), ja que estimativas populacionais para Pirapora para anos
posteriores a 2013 ndo foram calculadas pelo IBGE (2013). Contudo, o método de projecao

populacional da Fundagdo Jodo Pinheiro, denominado Apportionment Method, refere-se a uma

ForSci.: r. cient. IFMG campus Formiga, Formiga, v. 2, n. 1, p. 17-30, jan./jun. 2014.



DOMINGUES, J. S. et al. Usando splines cubicas na modelagem matematica da evolugdo populacional de 20
Pirapora/MG

pequena adaptacdo do método utilizado pelo IBGE, fazendo com que essas duas institui¢des
apresentem projecdes com valores muito proximos. Portanto, acredita-se que, mesmo se todos
os dados utilizados fossem do IBGE, os resultados ainda seriam muito préximos dos que foram

obtidos nessa analise.

2 DESCARTANDO OUTRAS FORMAS DE MODELAGEM

O objetivo desta secdo ¢ apresentar os dados oficiais dos niimeros de habitantes em
Pirapora em determinados anos e usa-los para demonstrar que o modelo logistico ndo se adequa
bem a esses dados, além de justificar a ndo utiliza¢do de algumas formas de interpolacdo para

a modelagem populacional desejada.

2.1 O modelo logistico

Santos (2012, 2013) apresenta um trabalho sobre o crescimento logistico da populagdo
brasileira, onde, a partir do problema de valor inicial (PVI) que representa o modelo logistico e
dos dados dos recenseamentos de 1950 a 2000, obtém-se os melhores pardmetros para o modelo
e ¢ feita a comparagdo dos dados obtidos com as estimativas do IBGE para os anos de 2007,
2008 e 2010. Gongalves et al. (2013) utilizam a mesma ideia para permitir a exclusdo da
possibilidade de utilizacdo do modelo logistico ao crescimento populacional de Pirapora, ao se
obter os valores de parametros utilizando-se a técnica de diferencas finitas, concluindo que os
dados da evolu¢ao populacional dessa cidade ndo se adequam de maneira satisfatéria a esse
modelo. Um resumo do trabalho de Gongalves et al. (2013) pode ser visualizado abaixo.

De acordo com o IBGE, a populacdo da cidade, desde a sua emancipagao, foi dada pelos

valores descritos na Tabela 1.

Tabela 1 — Populagdo de Pirapora em fungdo dos anos

Ano (x) Populacio (y)
1970 20.282
1980 32.673
1991 46.351
1996 48.291
2000 50.300
2007 51.636
2010 53.368

Fonte: IBGE (2013).
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Como em 1990 nao houve censo, foi utilizada a populag¢ao 46.100 habitantes, informada
por uma estimativa feita pela prefeitura da cidade (PREFEITURA..., 2012).
Supondo-se que a populagdo de Pirapora siga o modelo logistico, podemos escrevé-lo

como um PVI da forma

dy
y(to) = Yo,

sendo k e a populagdo maxima y,, constantes a serem determinadas.

A solucao do PVI (1) é escrita da forma

Yum

M) e_yMk(t—to)
Yo

y(t) = (2.2)
1+ (

: . . 1d
Ao se considerar que o modelo logistico pode ser escrito da forma ;d—i =ay+ b, em

que a = —k e b = ky,,, e se aproximar a derivada y’'(t;) para cada ano t; em que se conhece
as populacdes, pela média aritmética das aproximacgodes por diferengas finitas para frente e para

tras, dadas por g; e h;, respectivamente, ou seja

1 dy gi + hi
——=ay(t;))+b= , 2.3
sendo g; = LYinYi o h; = lw, demonstra-se, com a utiliza¢do de quadrados minimos,
Vi tix1—t Vi ti—ti—q
que k=—a=18-10"% ¢ que b = 0,0972. Com isso, é possivel verificar que a curva

logistica apresenta uma diferenca muito significativa em relagcdo aos dados utilizados, além de
também se verificar que yy = 54.000, o que ¢ um absurdo, ja que, para 2013, por exemplo,
admite-se que a populacdo de Pirapora ¢ de 55.704 habitantes (IBGE, 2013).

Portanto, ao se utilizar o modelo logistico, obtém-se uma populacdo maxima para a
cidade bem abaixo da populacdo que ela ja possui, inviabilizando a utilizacao dessa técnica de

modelagem populacional.

2.2 Algumas formas de interpolacio

Interpolagdo ¢ uma técnica para estimar valores de uma fung¢do f quando esta ¢
desconhecida ou de dificil manipulagdo, mas quando se conhece um conjunto discreto de

valores de f.
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Para dados populacionais, onde (x,y) = (ano, populagio), é de se esperar que, na
transi¢do de um ponto (x;,y;) para outro (X;,1,Y;+1), @ curva que representa a evolugio
populacional seja suave.

E claro que, por construgdo, essa suavizagdo nio ocorre nas splines lineares, uma vez
que elas s3o compostas por segmentos de reta, o que justifica a sua ndo utilizagao.

Além disso, para a obtencdo de um modelo com certo grau de confiabilidade, ¢
necessario fazer uso de varios pontos (x;,y;). Assim, a utilizagdo de um tnico polindémio
interpolador também ndo ¢ considerada, pois ele teria grau elevado, gerando oscilagdes
indesejadas na evolugdo populacional, que fatalmente ndo se adequariam a realidade. E claro
que esse raciocinio vale para qualquer técnica de interpolagdo polinomial, como, por exemplo,
as técnicas de diferencas divididas de Newton, Lagrange ou de Bernstein.

A falta de suavidade da interpolagdo linear, o excesso de oscilagdo gerado pela utilizacao
de polindmios interpoladores e o limite populacional maximo bem inferior a populagdo atual
de Pirapora fazem com que, neste trabalho, seja utilizada a interpolacdo segmentada, que ¢
aquela onde se considera fungdes por partes, sendo que, para cada subintervalo definido no
modelo, ter-se-a uma fungao interpoladora diferente.

Aqui, optou-se pela utilizacdo das splines cubicas, pois geram fungdes por partes de

classe C2 e, por serem ctibicas em cada uma das partes, nio geram oscilagdes excessivas.

3 INTERPOLACAO POR SPLINES CUBICAS: UMA REVISAO

Uma Spline Cubica ¢ uma func¢do polinomial continua por partes e de grau menor ou
igual a 3 em cada uma delas. Cada parte y, (x) esta definida no intervalo [xj_q,xx], com k
percorrendo o conjunto {1, 2, 3, ..., n}. A vantagem de se interpolar pontos no plano com splines
cubicas ¢ que, como as expressdes que a compdem sido, no maximo, de grau 3, ela tera as
derivadas de primeira e segunda ordens continuas, evitando que picos sejam formados e que
mudangas bruscas de curvatura sejam sofridas nos nés (ou pontos). Ou seja, consegue-se
suavizagdo na transicdo de um no6 para outro (COLLINS, 2012; KIRCHNER et al., 1989;
MENEZES; DUARTE, 2010; RUGGIERO; LOPES, 2010; THANT; AYE, 2009; WOLBERG;
ALFY, 2012).

Defini¢do: Suponha que para (n + 1) valores de x; com i = 0,1, 2, ..., n, sejam conhecidas as

imagens f (x;) por uma fungdo desconhecida f (x). A fungdo Y5 serd chamada de Spline ctbica
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interpolante de f (x) nos nds x; se existirem n polindmios de grau menor ou igual a 3, denotados

por yr(x), k=1,2,...,n, de forma que satisfacam as seguintes condi¢des:

Ci:Y3(x) = yp(x) para x € [xy_1, xx ],k =1,2,...,n.
CoiY3(x) = f(x),i=0,1,..,n.

Ca: (k) = Vs (i), k= 1,2, ..., (n = 1).

Ca: ¥k (i) =Yk (), k=1,2,...,(n — 1).

Cs:y" k() =Y ka1 (i), k=1,2,...,(n = 1).

Observa-se que as condic¢des C3, C4 € C5 permitem garantir que as fungdes polinomiais
que determinam a spline sdo de classe C2, ou seja, nos intervalos para os quais estdo definidas,
possuem derivadas continuas até a segunda ordem. Além disso, como cada y;, deve ser de grau
<3,comk =1,2,...,n, nota-se que, pela primeira condi¢do C;, uma spline ctbica serd uma

funcdo definida por partes, da seguinte forma:

(3]

ai(z—z1)® + bi(z—2z)
+ ba(z — x9)

+ clz—=z) + dy, z€[xg,z]
+ cr—=x2) + dy, T E [‘1'1..1'2]

ND

b

Ys

i~

an(z — -1'11)3 + bn(z— -1'11)2 + cu(z—2n) + dn, z€ [‘l'n—lul'n]

Pela Equacao (3.1), conclui-se que, para se obter Y3 € necessario que sejam determinados
4 coeficientes para cada um dos n valores assumidos por k, isto ¢, deve-se determinar 4n

coeficientes. Sdo eles:

aq, by,cq,d4,a5,by,¢5,d,, ..., ay, by, Cp, Ay

Se as condigdes para que Y3 seja uma Spline cubica interpolante de f(x) em todos os x;
forem impostas, ¢ possivel provar que a determinagdo de cada um desses 4n coeficientes pode

ser feita resolvendo-se um sistema matricial Ag = b, sendo que, quando se define

I =Y"1 hx =x —xk1, f(Xi) = fre

demonstra-se que

Ik —9k-1 , 9k [fe = Je-1 | 2MeGr + i Gr—a _
6hk !bk = > , Cp = hk + 6 e dk = fk (32)
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Além disso, para que o sistema tenha solucdo unica, considera-se a Spline cubica
natural, ou seja, define-se que gy = g, = 0 (KIRCHNER et al., 1989; RUGGIERO; LOPES,
2010).

Uma forma sucinta de se escrever o sistema Ag = b ¢

fes1— fr _fk _fk—l)

3.3
Foers B (3-3)

heGr—1 + 2(hg + hgr1) gx + Ags1Gk41 = 6<

que ¢ muito util na constru¢do do sistema que terd por objetivo determinar os valores de g,
para, posteriormente, serem encontrados os valores dos coeficientes que irdo compor cada um

dos yy.
4 INTERPOLANDO OS DADOS POPULACIONAIS

O objetivo desta secdo ¢ utilizar os dados apresentados na Tabela 1 para a determinacao
dos valores dos parametros necessarios para a obtengdo da spline cubica que representara a
evolucdo populacional de Pirapora. Nenhum valor populacional anterior a 1970 foi utilizado,
devido ao fato de a emancipagdo da cidade ter ocorrido apenas em 1962, o que significa que
valores anteriores a 1970 representam populacdes dessa cidade juntamente com as de outros
municipios.

Para facilitar a utilizacdo dos dados, considerou-se para a determinagdo da Spline cubica
que hy = 10 para todo 1 < k < n. Tem-se, entdo, quatro subdivisdes no intervalo [1970,
2010], o que implica que n = 4 ¢ que ¢é necessario determinar y; (x), y,(x),y3(x) e y.(x),
pela resolugdo do sistema apresentado pela Equacao (3.3) para 1 < k < 3.

Para isso, foram utilizados os seguintes pontos:

(x0, £ (x0)) = (1970, 20.282), (x;, f(x;1)) = (1980,32.673)
(2, f(x3)) = (1990, 46.100), (x3, f(x3)) = (2000, 50.300)
(x4, f(x4)) = (2010, 53.368).

Porém, como se considera que h, = 10, esse sistema pode ser reescrito da forma:

6
10gx-1 +40g; + 10gx 41 = 10 (fk+1 — 2fk + fre-1) (4.1)

com k = 1,2, 3. Fazendo-se isso e observando que g, = g, = 0, obtém-se:
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40g, + 109, =0,6(f2 —2f1 + fo)
10g; +40g, + 10g3 = 0,6(f3 — 2f; + f1) (4.2)
10g, +40g; = 0,6(fs — 2f3 + f>)

Efetuando-se a substitui¢do dos valores de fy, f1, f2, f3 € f4 respectivamente por 20.282,

32.673, 46.100, 50.300 e 53.368, obtém-se o seguinte sistema matricial:

40 10 0\ /91 621,6
(10 40 10) <92) = (—5.536,2) (4.3)
0 10 40/ \9g3 —679,2

A resolucdo desse ultimo sistema, pelo método da Eliminagdo de Gauss, forneceu como

solugdo, com aproximagao de duas casas decimais, os seguintes valores:

g1 = 54‘,98, 9o = _157,77 €0z = 22,4‘6

Com os valores determinados para g4, g, € gs, utilizou-se as expressdes da Equacdo
(3.2) para obter os valores dos coeficientes ay, by, c; € di, que podem ser visualizados na

Tabela 2.

Tabela 2 — Valores obtidos para os coeficientes que determinam a Spline

a; Valor b; Valor C Valor d; Valor
a; 0,92 b, 27,49 o) 1.422,37 dy 32.673
a, —3,55 b, —78,89 Cy 908,43 d, 46.100
as 3,00 b 11,23 C3 231,92 ds 50.300
ay -0,37 b, 0,00 Cy 344,23 dy 53.368

Esses coeficientes sdo todos os necessarios para a obtengdo de cada uma das quatro

partes da spline cubica procurada.
5 RESULTADOS

Com os valores descritos na Tabela 2, determinou-se com clareza cada uma das quatro
partes da spline que interpola os pares ordenados (xl-, f (xl-)) = (ano, populacdo) que se
procurava, fazendo-se, assim, a modelagem matematica da evolugdo populacional dessa cidade
ao longo do periodo estudado.

O resultado obtido foi:
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0,92(x — 1.980)% + 27,49(x — 1.980)% + 1422, 37+ — 2,78 x 10°,  z € [1.970, 1.980]
vy = d 355 - 1.990)‘ — 78,89(x — 1.990)% + 908,43z — 1,76 x 10°, =z & [1.980,1.990] -
37 ) 3,00(x —2.000)% 4+ 11,23(x — 2.000)% + 231,92z — 4,14 x 10°  z € [1.990, 2.000] (0
—0,37(z — 2.010)® + 344,23z — 6,39 x 10°, x € [2.000,2.010]

Para analisar a validade do modelo proposto, comparou-se a populacao oficial (Pop.
Of.) dos anos de 1991, 1996 e 2007 com a populacao virtual (Pop. virtual) para esses mesmos
anos, geradas pela spline cubica encontrada. Com isso, determinou-se a porcentagem de
diferenga do modelo proposto em relagdo aos dados informados pelo IBGE (2013), que se

mostrou muito baixa, conforme se observa na Tabela 3.

Tabela 3 — Taxas percentuais de diferenga para os trés anos

Ano(x) Pop. Of. Pop. Virtual Diferenca

1991  46.351 46.935 1,26%
1996  48.291 49.360 2,21%
2007  51.636 52.345 1,37%

Dessa forma, conclui-se que os anos que nao foram utilizados para determinagdo da
spline ajustam-se relativamente bem a sua curva, pois o erro médio ¢ de 1,61% em relacdo as
previsdes do IBGE. Com isso, o modelo pode ser utilizado para se tomar conhecimento da
populacao de Pirapora em qualquer ano no intervalo fechado [1970, 2010], sempre levando em
conta a possibilidade de um pequeno erro.

Conforme ja mencionado, o grande crescimento populacional da cidade entre os anos
de 1970 e 1990 se deve, principalmente, a instalagdo de grandes empresas nesse intervalo.
Como esse fendmeno ndo se repetiu apos esse periodo, € possivel conjecturar que a mesma
forma de crescimento da populagdo entre os anos de 2000 e 2010 se mantera no intervalo [2011,
2020]. Neste cenario, o0 modelo proposto indica que a populagdo de Pirapora nos anos de 2011,
2012, 2013 e 2020 sera de aproximadamente 53.712, 54.054, 54.391 e 56.440 habitantes,
respectivamente, contra 54.215, 54.449, 54.672 e 56.008 previstos pela Fundagdo Jodo Pinheiro
(2009). Para esses valores, o modelo apresenta um erro de apenas 0,94% para 2011; de 0,73%
para 2012; de 0,52% para 2013; e de 0,77% para 2020.

Sendo assim, para esses quatro anos analisados, que estavam inicialmente fora do
dominio da spline, a diferenga média em relagdo ao referido 6rgdo ¢ de apenas 0,74%. As
diferencas percentuais entre todos os anos de 2011 a 2020 podem ser visualizadas na Tabela 4

e apresentam média aritmética de apenas 0,49%.
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Tabela 4 — Taxas percentuais de diferenga de 2011 a 2020
Ano(x) Pop. Of. Pop. Virtual Diferenca

2011 54.215 53.712 0,94%
2012 54.449 54.054 0,73%
2013 54.672 54.391 0,52%
2014 54.885 54.721 0,30%
2015 55.089 55.043 0,08%
2016 55.285 55.353 0,12%
2017 55.475 55.651 0,32%
2018 55.658 55.932 0,49%
2019 55.836 56.196 0,64%
2020 56.008 56.440 0,77%

A curva que representa a spline determinada, sendo o dominio considerado como os
valores pertencentes ao intervalo [1970, 2020], pode ser visualizada no Grafico 1, juntamente
com os pontos que foram utilizados para a sua determinagao e também aqueles utilizados para
a validacdo do modelo. Com isso, € possivel visualizar o bom acordo entre a curva obtida e os

dados populacionais testados.

55000

50000
45000

40000

Populagio

35000
30000

25000

-7
1980 19490 2000 2010 2020
Ano

1970

— Curva que representa a spline cibica determinada
# FPontos considerados para determinacio da spline
2= Pontos utihzados para validacfo do modelo proposto

Grafico 1 — Representagdo grafica da spline cubica que interpola os pontos analisados em comparagao
com as previsdes do modelo

Portanto, pode-se considerar que o modelo apresentado neste trabalho tem grande

fidelidade aos dados oficiais do IBGE (2013) e da Fundagao Jodo Pinheiro (2009), tendo visto
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as pequenas diferencas percentuais de estimativas populacionais. Isso permite a validagdo do
modelo proposto, indicando que a utiliza¢ao de splines cubicas para a modelagem da evolucao

populacional de Pirapora ¢ uma técnica perfeitamente utilizavel.

6 CONCLUSOES

A partir deste trabalho, pdode-se observar que o método de interpolagao de pontos por
splines cubicas adequou-se bem a evolucao populacional da cidade de Pirapora, situada no
Norte de Minas Gerais. E claro que a curva que representa a spline teria que passar pelos pontos
considerados para determina-la, pois ela ¢ construida para isso. Contudo, o que nao se poderia
garantir € que ela também se ajustaria muito bem aos outros pontos (x; f(x;)) que representam
a populacdo da cidade, f(x;), € 0 seu ano corresponde Xx;.

Verificou-se que a diferenca percentual maxima para os anos de 1991, 1996 e 2007
testada na spline foi de 2,21%, com média de 1,61%. Além disso, quando se considera que a
forma de crescimento da populagdo entre os anos de 2000 e 2010 se mantera até 2020, o modelo
se mostrou ainda mais fiel, com diferenga média de apenas 0,49% em relagdo as previsdes da
Fundacao Jodo Pinheiro, que utiliza técnica de estimativa muito parecida com a do IBGE.

Acredita-se que esse bom ajuste da spline ctbica aos dados populacionais dessa cidade
se deve, principalmente, a propriedade que essas fungdes possuem de que derivadas de primeira
e segunda ordem sdo continuas, impossibilitando que picos sejam formados na construcao das
curvas ¢ que mudangas bruscas de concavidade ocorram nos pontos, visto que essas
caracteristicas matematicas sdo também as caracteristicas observadas no crescimento
populacional de Pirapora. Contudo, nada se pode afirmar sobre a possibilidade de esse ajuste
também ser tdo bem-sucedido para estimar populagdes de outras cidades ou estados brasileiros,
uma vez que cada uma dessas localidades possuem caracteristicas proprias, que podem impedir
essa qualidade de ajuste.

Sendo assim, conclui-se que a spline que foi determinada pode ser util na estimagdo da
populagdo de Pirapora, em qualquer ano entre 1970 e 2020, com erro de aproximagao
consideravelmente pequeno, o que ndo se conseguiria por outras técnicas de interpolagao de
pontos e nem pelo modelo logistico.

Além disso, a apresentacao clara de uma das aplicagdes de splines ctibicas na estimativa
populacional pode servir de motivador para alunos de diversos cursos superiores que precisam

estudar métodos de interpolagdo, como académicos de Licenciatura e Bacharelado em
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Matematica, Fisica e Quimica, Engenharias, Administragdo, dentre outros; tendo, portanto, uma

utilidade didatica para auxilio no ensino e entendimento dessa técnica de interpolagao.
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