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ARTIGO

ALGORITMO DE ORGANIZACAO DAS EQUACOES MATRICIAIS OBTIDAS DA
ANALISE POR INSPECAO EM UM CIRCUITO ELETRICO COM FONTES DE
TENSAO E DE CORRENTE, DEPENDENTES OU INDEPENDENTES!

Carlos Renato Borges dos Santos’
RESUMO

Este artigo apresenta um algoritmo para organizac¢do e solu¢do das equagdes obtidas pelos mé-
todos de andlise por inspe¢do nodal ou por malhas. Oferece, também, uma ripida revisdao sobre
os métodos de inspecdo, que funcionam como uma ferramenta de rdpido equacionamento do
circuito elétrico, que podem ser utilizados genericamente para circuitos elétricos lineares, com
fontes de tensdo e de corrente, dependentes e independentes, simplificando o equacionamento,
sem riscos de desenvolver equacdes linearmente dependentes. Um circuito elétrico pode ser
solucionado de diversas formas, e os métodos de equacionamento dependem de algumas ca-
racteristicas especificas do circuito. Este trabalho mostra que os métodos de inspe¢do podem
ser utilizados genericamente em circuitos elétricos lineares com fontes de tensao e de corrente,
dependentes, ou independentes. Em contrapartida, a presenga de diferentes tipos de fontes pode
gerar um sistema de equagdes que precisam ser manipuladas para que se tornem um sistema
linear do tipo A - x = b, o que foi realizado a partir do desmembramento matricial dos elemen-
tos do sistema. Utilizou-se o Matlab para determinar o sistema linear no qual as incégnitas
pudessem ser determinadas, aplicando-se o algoritmo proposto neste trabalho.

Palavras-chave: Circuitos elétricos. Algoritmo. Sistema linear. Inspecao.

1 INTRODUCAO

A aplica¢do do método dos nds envolvendo fontes de tensdo (dependentes ou indepen-
dentes) implica, normalmente, na aplicacdo de supernés. Um superné é formado envolvendo-se
uma fonte de tensdo conectada entre dois nés. Sdo propriedades de um supernd: a fonte de
tensdo dentro do superné fornece uma equagio de restricdo necessdria para encontrar as tensdes
nodais; um superné nio tem nenhuma tensdo propria; requer a aplicacdo tanto da LKC (Lei
de Kirchhoff das correntes) como da LKT (Lei de Kirchhoff das tensdes). Por outro lado, se

aplicado o método das malhas num circuito que contenha fontes de corrente (dependentes ou
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independentes), utiliza-se, normalmente, a supermalha. Uma supermalha € aplicada em duas
malhas que possuam uma fonte de corrente em comum. Sdo propriedades da supermalha: a
fonte de corrente na supermalha fornece a equagdo de restricdo necessaria para encontrar as
correntes de malha; uma supermalha ndo possui corrente propria; requer a aplicacdo da LKT,
bem como da LKC (ALEXANDER; SADIKU, 2013).

1.1 Sistema linear

A andlise de circuitos elétricos necessita da composi¢cdo de um conjunto de equacdes li-
neares utilizando-se as leis de Kirchhoff e de Ohm. Metodologias sistematizadas sdo essenciais
para selecionar um conjunto adequado de varidveis independentes (COSTA, 2013, p.43).

Equacgdes lineares podem ser solucionadas por sistemas matriciais do tipo mostrado na
Equacdo (1). O nimero de equagdes implica na ordem do sistema linear e corresponde ao
ndmero de incégnitas do sistema. Para fontes independentes, o nimero de equagdes corres-
ponde ao nimero de malhas para LKT, ou ao nimero do nds (exceto o de referéncia) para
LKC (JOHNSON; HILBURN; JOHNSON, 1993; IRWIN, 2008; COSTA, 2013).

An7n'xn71 :bn,l (1)

As matrizes do sistema linear da Equacgdo (1) estdo organizadas na forma que cada mé-
todo descreve. No caso da LKT, a matriz A € a de resisténcias, x representa as correntes de
malha e b representa as fontes de tensdo (os elementos desconhecidos do sistema); no caso da
LKC, a matriz A é a matriz de condutancias, x representa as tensoes nodais (os elementos des-
conhecidos do sistema) e b, as fontes de corrente. Em todo caso, essas matrizes sdo facilmente
montadas quando ha somente fontes de tensdo ou de corrente no circuito elétrico. A matriz A
pode perder a simetria quando h4 fontes dependentes (IRWIN, 2008).

Deve-se suplementar as equagdes das tensdes de ndé com equagdes de restricdo impostas
pela presenca das fontes dependentes. Da mesma forma, deve-se suplementar as equacdes de
correntes de malha, num circuito que contenha fontes dependentes, pelas equacdes de restri¢cdes
adequadas (NILSSON; RIEDEL, 2009, p.69 e 75).

1.2 Métodos de inspecao

Os métodos de inspecao sdo apresentados em diversos livros didaticos de circuitos elétri-
cos, tais como Irwin (2008), Edminister (1991), Costa (2013) e Yaro e Lyra (2006). As tensoes
e correntes de um circuito sdo obtidas a partir da solu¢do de sistemas lineares do tipo mostrado

na Equacdo (1). O metddo uttilizado, na pratica, serd aquele que resultar no menor nimero
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de equacgdes, observada a restricdo da aplicacdo do método das malhas em circuitos planares
(COSTA, 2013, p.59; ALEXANDER; SADIKU, 2013, p.92). O método dos nés, em muitos
casos, € mais facil de ser aplicado (JOHNSON; HILBURN; JOHNSON, 1993, Cap.6).

A inspec¢do de circuitos € realizada aplicando-se o método das malhas ou o método dos
n6s. No método das malhas, a diagonal principal da matriz A € obtida pela soma das resisténcias
de cada malha; ja os demais elementos dessa matriz sdo obtidos pelos resistores em comum nas
malhas, com sinal negativo. O vetor x representa as correntes de malha. Os elementos do vetor
b representam as tensdes das fontes, sejam elas de tensdo (valor conhecido) ou de corrente
(desconhecido).

No método dos nds, a diagonal principal da matriz A € obtida pela soma das condutancias
ligadas ao n6 correspondente, enquanto que no restante da matriz os elementos sao obtidos pelas
condutancias conectadas aos nds dos indices da matriz. O vetor x representa as tensdes nodais.
Os elementos do vetor b representam as correntes das fontes, sejam elas de corrente (valor
conhecido) ou de tensdo (corrente desconhecida).

Uma vez consideradas as afirmagdes, e obedecendo as caracteristicas intrinsecas de cada
tipo de fonte, para o equacionamento do sistema utilizando-se a inspecao, uma fonte de corrente
pode ser considerada como uma fonte cuja tensao seja desconhecida (incognita) e com corrente
conhecida; logo, uma fonte de tensdo pode ser considerada uma fonte cuja corrente seja des-
conhecida (incdgnita), mas de tensdo conhecida. Portanto, ndo € necessdria a distin¢cdo que

restrinja a utilizacdo da inspec¢ao nodal ou por malha.

2 EXEMPLOS DE CIRCUITO

Sao apresentados trés circuitos para exemplificar os algoritmos de organizac¢do dos ele-
mentos das matrizes do sistema linear. Em cada circuito, sio mostradas as anélises por inspecao

nodal e por malhas.
2.1 Circuito 1

O circuito 1 € mostrado na Figura 1.
A Figura 2 apresenta as malhas 1, 2 e 3 para aplicacdo da LKT e os nés 1, 2 e 3 para

aplicagdo da LKC.
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Inspecéo nodal

L

Figura 1 — Andlise por malhas e por nés do circuito 2
Fonte: do autor

10v

)

. 10ohm ., 10ohm
<>V 1 4/\/\/N* . —/\w\ 0V3
\ L
(1 1A 1 1 2 %\/ oehm

Figura 2 — Andlise por malhas e por nés do circuito 2
Fonte: do autor

Utilizando o método dos nds, a tensao nodal do n6 3 € dada por vz = v; +10. A corrente

da fonte de tensdo € desconhecida, dada por i,,,, . Por inspe¢do nodal, tem-se a Equagdo (2).

1 1 .
10 —10 0 Vi 1— lVl()V
1 1 1 . _ _
105 10 v | = 2
1 1 .
0 —10 3 Vi —|— 10 lVlOV

2)
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nte, dependentes ou independentes

Inspecéo de malhas

Utilizando o método das malhas,

a corrente de malha da malha 1 (/; = 1A) e a corrente

de malha da malha 2 (I} — I, =2) é, entdo, dadapor [, =1} —2 =1—2 = —1A. As tensdes das

fontes de corrente sdo desconhecidas, v;

4 € Vip,- A Equagdo (3) mostra o sistema por inspe¢io

de malhas.
10 0 —-10 1 Viig T Vig
0 20 —10|-|-1|=| —w, 3)
—10 —10 20 I 10

2.2 Circuito 2

O circuito da Figura 3 apresenta uma fonte de tensdao dependente de tensdo. Este circuito

apresenta 3 nds e 3 malhas.

- Vio+
O a———YAYY
4A { 1ohm
/5
3ohm
2*Vi 2
‘ - _ 2ohm
Q—Q\j / \\/N—n
24V
. ®

Figura 3 — Circuito 2
Fonte: (IRWIN, 2008), com adaptacdes

A Figura 4 apresenta as malhas 1,2 e 3,eosnds 1,2 e 3.

Inspecéo nodal

Na inspe¢do nodal, as fontes de

tensao sao consideradas como fontes de correntes (de

valores desconhecidos). Logo, a corrente da fonte de tensdo de 24 V € expressa por i,,,, € a

fonte de tensdo dependente € expressa por iy,,,. A tensdo do n6 1 € conhecida (24 V), a equagdo

ForSci.: r. cient. IFMG, Formiga, v. 6, n. 1, €00336, jan./jun. 2018.
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f\ V - Vi +
* /\/ \/
L 1ohm

@ .
J LLW%'VZ%

Figura 4 — Circuito 3
Fonte: (IRWIN, 2008), com adaptacdes

de restricdo necessdria, devido a fonte dependente, é dada por Vi = vz —v; = 24 —v;. Dessa

forma, tem-se a Equacdo (4).

T -1 -1 Vi 4

R R Al B [ @
1 3 .

—1 -3 ) 24 Loy

Inspecao de malhas

Analisando a Figura 4, para a aplica¢do da LKT, deve-se considerar a fonte de corrente

de 4A como uma fonte de tensdo desconhecida v;,,. Como equacdo de restri¢ao da fonte depen-

dente, I, = —%, logo: Vi = —I,. A equagdo do circuito € mostrada em (5).
3 -3 0 4 Vig =2+ (=)
-3 6 =2|-|L|= 0 (®))
o -2 2 I; —244+2. (—12)

2.3 Circuito 3

Haffner (2005) apresenta um circuito com uma pequena diferenca dos circuitos apre-
sentados neste trabalho. No circuito da Figura 5, foi dada a tensdo de 8 V (corrente de ramo
de 4 A) no resistor de 2 €, desconhecendo-se o valor da fonte de tensdo V,. A diferenca, nesse

caso, € que nao se conhece a tensao, nem mesmo a corrente da fonte V.
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R \thm
VNV
2A
@ 6V .| 2 3ohm
<
3ohm 8V~ 20hm
j>
- (f Vx

\J}—«

Figura 5 — Circuito 3
Fonte: (HAFFNER, 2005), com adaptagdes

A Figura 6 apresenta o circuito com os nés 1, 2 e 3. Destaca-se que o né 3 poderia
ser eliminado se a fonte de tensdo V, e o resistor de 3 Q fossem convertidos em uma fonte
de corrente. Neste caso, para demonstrar a metodologia proposta neste trabalho, optou-se por

manter o n6 3. Por inspe¢do nodal, obtém-se a Equacao (6).

. 2ohm
/\\/\\/\
4
\YAl 2 V2
f 6V 2 .| 3 §3ohm
1 § 3ohm 8V<8; 2ohm . V3
- ﬁ +
VX

\\}—<

Figura 6 — Circuito 3
Fonte: (HAFFNER, 2005), com adaptagdes
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Inspecg&o nodal

A Equacao (6) é obtida pela inspecdo nodal.

5 1 .
6 2 0 6 lygy —2
1 4 1 _
- A R A Al ©)
0 —% % Vy Iy

Inspecéo por malhas

O circuito possui 4 malhas, logo o sistema possui dimensdo 4. Apds a inspecdo por

malha, tem-se a Equacdo (7).

3 -3 0 0 I 6

-3 5 20| | b | _| v -
0 -2 5 0| |L—4 .

0 0 0 2| |Lh-2 Virs

3 MATERIAL E METODOS

O sistema linear descrito na Equacgdo (1), obtido por inspe¢do, ndo apresenta todas as
variaveis do sistema contidas no vetor x. Da mesma forma, todos os termos independentes ndao
estdo contidos no vetor b quando ha fontes de tensdo e de corrente no circuito.

Observando a Equacao (1), o sistema de matrizes que produz o vetor x € mostrado na

Equacao (8), e o sistema de matrizes que produz o vetor b € mostrado na Equacgao (9).

Xn,1 = [Xcoef] nn’ [xvar]n.i + [Cx]ml ()
em que:
[Xvar], ;| = Varidveis do sistema = [x1 x, ... xn]T;
[Xwe f] nn = Matriz de coeficientes das varidveis de x da Equacgdo (1);
[cx] n,1 = Constantes em x (sdo fontes independentes de tensdo na LKC ou fontes de

corrente na LKT).

bn,1 = [Bcoef] nn’ [xvar]n’l + [Cb]ml ©)
em que:
[Bcoe f] nn = matriz de coeficientes das varidveis em b (da Equacao (1));
[Cb]n,l = constantes em b (fontes independentes de tensdo na LKT ou fontes indepentes
de corrente na LKC).

ForSci.: r. cient. IFMG, Formiga, v. 6, n. 1, €00336, jan./jun. 2018.
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Reescrevendo a Equacdo (1) a partir das Equagdes (8) e (9), tem-se a Equagdo (10).

[A]n,n ) ([Xcoef] n.n ’ [xVar]n,l + [Cx]nJ) = [Bcoef} n,n ) [xvar]n,l + [Cb]n,l (10)

A Equacao 11 elimina os paréntesis da Equacao (10).

[A]n,n : [Xcoef} nn’ [xvar]ml + [A]n,n : [Cx]n,l = [Bcoef} nn’ [xvar]n,l + [Cb]n,l (1)

A Equacgao (12) isola o vetor de varidveis x,;.

([A]nn ’ [Xcoef} nn [Bcoef] n,n) ) [xvar]n,l = [cb]n,l o [A]n,n ’ [Cx]n,l (12)

Na Equacio (13) sdo mostradas as expressoes do algoritmo de determinacao dos vetores

b, x' e da matriz A’.

A= AL [Xeoer ],y — [Beoef]
x;,l = [xvar]n,l (13)
b;z,l = [cb]n,l - [A]n,n : [Cx]n,l
ApOs a execugdo dos algoritmos, o sistema linear contém matriz e vetores com a orde-
na¢do de seus elementos, prontos para a resolucdo do sistema A’ -x' = b’.
Utilizou-se o Matlab para solucionar as expressdes da Equacdo (13), através do algo-

ritmo 1.
Algoritmo 1: ORGANIZA O SISTEMA LINEAR
Entrada: A, Xcoef, Bcoef, cb, cx

Saida: Incégnitas do circuito aplicando-se Inspegao

1 inicio

2 Al = A * Xcoef - Bcoef

3 bl=cb- A *cx

4 9% As matrizes A’ e b’ estdo prontas para solugdo do sistema A-x =b
5 fim

6 retorna Al, bl

4 RESULTADOS

Exemplos de circuitos foram mostrados na secdo 2. A organizacdo dos elementos para
a obtencdo do sistema linear de cada circuito é mostrada a seguir. Nesta secdo sdo mostrados os

resultados do algoritmo de organizacdo dos sistemas apresentados.
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4.1 Circuito 1

O circuito 1 é mostrado na Figura 2.

Método dos nés

O sistema decomposto € mostrado na Equacdo (14).

= - 0 10 o] [wn 0 00 —1] [wn 1
—&5 0+ =%l ot ol v |+|0]|=]00 0]-|wv|+]|-2| (14
0 -3 1 10 0] |ivyy 10 00 1] |ivy 0

Ap6s a execugdo do algoritmo 1, tem-se o sistema linear da Equacdo (15).

0,1 -0,1 1 Vi 1
0,2 02 O0|-|w|=]-1 (15)
02 —0,1 —1] |ivy )

Método das malhas

O sistema decomposto € mostrado na Equacao (16).

10 0 -10 00 0] [vy, 1 1 1 0] [wy, 0
0 20 —10[-[]0 0 0| |vi,|+|=1||=]0 =1 0] |v,|+|0O]| (16
10 —10 20 00 1] |5 0 0 0 0 |5 10

Ap6s a execugdo do algoritmo 1, tem-se o sistema linear da Equacgao (17).

—1 —1 —10] [vi, ~10
0 1 —10|-|vy| =120 (17)
0 0 2] |nK 10

4.2 Circuito 2

O circuito 2 é mostrado na Figura 4.
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Método dos nds

A decomposicdo dos vetores e matrizes € mostrada na Equacgdo (19).

T -3 -1 1 00 Vi 0 000 Vi 4
15 1 2 0 0| |iy,, |+ (48] | = 10|+ |iy,|+]0] 18
-1 -1 3 0 0 0| |ivy 24 0 0 1] iy, 0
T -3 -1 1 00 Vi 0 000 Vi 4
N —2 0 O |in,, |+ (48] | = L 0| iy, |+ [0 19
-1 -1 3 0 0 0] |ivy 24 0 0 1] |in, 0

Método das malhas

A decomposicao de matrizes e de vetores da Equacdo (5) é mostrada na Equacao (20).

3 -3 0 00O Vyx 4 I 2 0 Vyx 0
-3 6 201101 0| -(L|+|0 =10 0 Of-|[L|+]| O (20)
0o -2 2 0 01 Iz 0 0 -2 0 Iz —24

O sistema linear resultante do algoritmo 1 é mostrado na Equacdo (21).

-1 -5 0 Vy —12
0 6 =2(-|L|{=]12 (21)
0O 0 2 V£ —24

4.3 Circuito 3

O circuito 3 é mostrado na Figura 6.

Método dos nds

Para o circuito 3 foi utilizado apenas o método dos nods, ja que a utilizacdo da LKT

formaria um sistema com dimensdes maiores do que o LKC. A Equacdo (22) mostra o sistema

decomposto.
2 -1 o0 000 iy 6 1 00 i -2
14l 00 Of-|[v|[+|[8]|=1]000[-|v|[+]2 (22)
o -1 1 0 1 0] |ivgy 0 0 0 1] |iv, 0
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O sistema linear resultante, apds a plicacao do algoritmo 1, € mostrado na Equagdo (23).

-1 0 0 iy -3
0 -1 0] |vw|=]-56667 (23)
0 1 —1] l|iv 2,6667

Método das malhas

A decomposicio da Equacdo (7) é dada pelas Equagdes (24), (25) e (26).

3 =30 0 O
-3 5 =20
A= (24)
0O -2 5 0
0 0 0 2
1000 [n 0
01 00 J5) 0
X = Xcoef " Xpar +Cx = . + 25
coef *Ava X 010 0 Viss 4 ( )
0100 Vx -2
00 0 o] [n 6
00 1 O 5] 0
b =Bcoef - Xyar +Cp = + 26
coef *Ava b 00 0 —1 Vi, 0 ( )
00 -1 O Vx 0
O sistema resultante apds a execugao do algoritmo 1 € mostrado na Equacao (27).
3 -3 0 0 I 6
-3 3 —-10 J5) -8
: + (27)
0 3 0 1 Visa 20
0O 2 1 0 Vy 4

5 CONCLUSOES

Este trabalho mostrou que os métodos de inspec¢dao podem ser utilizados genericamente
em circuitos elétricos lineares, obtendo-se um sistema de equagdes que precisam ser trabalhados
para possibilitar seu solucionamento. Utilizou-se o Matlab para testar o algoritmo, a partir dos
exemplos descritos. Dessa forma, equacionar o circuito tornou-se mais simples, sem particula-

ridades que dificultam a determinacdo de um conjunto de equacdes linearmente independentes.
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A metodologia apresentada possui a vantagem de ndo exigir do usudrio um conheci-
mento aprofundado em diversas técnicas de circuitos elétricos, tais como as teorias da subs-
titui¢do, sobreposicao, supernds, supermalhas, além de outras. Por outro lado, a metodologia

apresentada exige um esforco computacional maior, devido a decomposicao de matrizes.

MATRIX EQUATIONS ORGANIZATION ALGORITHM OBTAINED FROM
INSPECTION ANALYSIS IN AN ELECTRICAL CIRCUIT WITH VOLTAGE AND
CURRENT SOURCES, DEPENDENT OR INDEPENDENT

ABSTRACT

This paper presents an algorithm for the organization and solution of the equations obtained by
nodal or mesh inspection methods. It also offers a quick review of inspection methods, which act
as a tool for equationing the electrical circuit, which can be used generically for linear electric
circuits, with independent and dependent voltage and current sources, simplifying the equation
without risks of developing linearly dependent equations. An electrical circuit can be solved
in several ways, and methods of equationing dependent on some specific characteristics of the
circuit. This work shows which methods of inspection can be used generically in linear electric
circuits with voltage and current sources, dependent or independent. In contrast, a presence
of different types of sources can generate a system of equations that need to be manipulated
to become a linear system of type A - x = b, which was performed from the dismemberment
elements of the system. Matlab was used to determine the linear system, in which the unknowns
could be determined, applying the algorithm proposed in the work.

Keywords: Electric circuits. Algorithm. Linear system. Inspection method.
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