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IMPLEMENTAÇÃO PARALELIZADA DO MÉTODO DO GRADIENTE
BICONJUGADO ESTABILIZADO PARA A SIMULAÇÃO DE ESCOAMENTOS

BIFÁSICOS EM RESERVATÓRIOS DE PETRÓLEO1

Ralph Alves Bini da Silva Almeida2

Mayksoel Medeiros de Freitas
Grazione de Souza

Helio Pedro Amaral Souto

RESUMO

Neste trabalho, foi implementada uma versão paralelizada do Método do Gradiente Biconju-
gado Estabilizado empregando-se a API OpenMP, que permitiu o uso simultâneo de threads
para executar tarefas em arquiteturas com memória compartilhada, em um coprocessador Xeon
Phi 3120P da Intel Corporation. Estudou-se o problema da injeção de água na recuperação de
óleo em um reservatório heterogêneo com geometria do tipo Slab. O Método dos Volumes Fini-
tos foi utilizado na discretização das equações governantes do escoamento bifásico, e o Método
IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) foi adotado na solução numérica das equações
governantes. Os resultados numéricos mostraram que houve uma melhora da performance nu-
mérica e aumento do speedup ao refinar a malha computacional.

Palavras-chave: Método do Gradiente Biconjugado Estabilizado. OpenMP. Escoamento Bi-
fásico. Reservatórios de Petróleo.

1 INTRODUÇÃO

Considera-se o escoamento imiscível bifásico, resultante da injeção de água para a pro-
dução de óleo em um reservatório, ou seja, estuda-se um caso de produção no contexto da
recuperação secundária. A modelagem desse tipo de escoamento é feita empregando-se equa-
ções diferenciais parciais (EDPs) não lineares, as quais tipicamente possuem como variáveis
independentes a pressão da fase óleo (não-molhante) e a saturação da fase água (molhante). Em
tais problemas, a obtenção de soluções analíticas só é possível admitindo-se hipóteses simpli-
ficadoras. Assim sendo, a aplicação de metodologias numéricas para a obtenção de soluções
aproximadas deve ser considerada, tendo-se como meta o estudo de casos realísticos.
1 Como citar este artigo:
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1.1 Simulação numérica de reservatórios

Normalmente, um simulador computacional de reservatórios de petróleo é desenvolvido
sobretudo em decorrência do desejo de engenheiros e profissionais, ligados à área de petróleo,
de conhecer acuradamente o comportamento dos fluidos presentes nos reservatórios, de modo
a saber em quanto tempo seria possível extraí-los e qual seria o volume total de hidrocarbo-
netos a ser recuperado. O método IMPES é empregado com frequência (KOU; SUN, 2004;
MONTEAGUDO; FIROOZABADI, 2006) e tem como fundamento a resolução, desacoplada,
das equações governantes obtidas em termos das variáveis pressão (resolvida implicitamente)
e saturação (resolvida explicitamente) (COATS, 1999). Esse método apresenta um baixo custo
computacional por iteração, em função da solução segregada das equações de pressão e satura-
ção e do cálculo explícito da saturação. Diversas versões do método IMPES foram desenvolvi-
das e podendo-se citar, por exemplo, as contribuições de Chen, Huan e Li (2004), Kou e Sun
(2004) e Watts e Shaw (2005). Contudo, todos apresentam em comum problemas de estabili-
dade numérica devido à determinação explícita da saturação, levando, então, a uma restrição do
valor do passo de tempo que pode ser empregado (FRANC et al., 2016). Uma das formas de
se melhorar a performance do método IMPES, assim como a de outras metodologias utilizadas
na simulação numérica de reservatórios, é a aplicação da computação de alto desempenho (RE-
DONDO, 2017).

1.2 Computação de alto desempenho

A Computação de Alto Desempenho (High Performance Computation (HPC) em inglês)
consiste, de modo geral, na utilização de Unidades Gráficas de Processamento, Coprocessado-
res, Supercomputadores, ou Clusters de Computadores, e Softwares que permitam reduzir o
tempo necessário para a execução dos programas computacionais (BACELLAR, 2010). Tam-
bém enquadram-se nesta categoria as técnicas de paralelização (CHAPMAN; JOST; PAS, 2008)
como, por exemplo, o uso da programação aplicando o Message Passing Interface (MPI), o
Open Multi-Processing (OpenMP) ou híbridos destes (LOSADA et al., 2016).

2 ESCOAMENTO BIFÁSICO EM RESERVATÓRIOS DE PETRÓLEO

Quando da simulação do escoamento multifásico de fluidos, em reservatórios de petró-
leo, é necessário conhecer as propriedades dos fluidos, da rocha-reservatório e das interações
rocha-fluido. Tais propriedades são necessárias para a resolução das equações de balanço utili-
zadas na modelagem do escoamento água-óleo em reservatórios de petróleo.
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2.1 Equações de conservação para o escoamento bifásico água-óleo

Considera-se, aqui, o escoamento bifásico isotérmico de dois fluidos imiscíveis, por-
tanto, não há troca de massa entre as fases água e óleo (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING,
2001).

2.1.1 Equação de conservação da massa

O princípio da conservação de massa é expresso pela equação da continuidade (ERTE-
KIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001):

∂

∂t
(φραSα)+∇ · (ραvα)− q̇mα = 0, (1)

onde φ é a porosidade; ρα é a massa específica da fase α; Sα é a saturação da fase α; q̇mα

representa o termo de fonte para a fase α (massa por unidade de tempo por unidade de volume),
e vα é a velocidade aparente da fase α (razão entre a vazão de escoamento e a área da seção
transversal).

2.1.2 Equação de conservação da quantidade de movimento

Para escoamentos multifásicos, a lei de Darcy clássica deve ser modificada para levar
em conta a resistência ao escoamento devido à existência de mais de uma fase (ERTEKIN;
ABOU-KASSEM; KING, 2001):

vα =−krα

µα

k(∇pα− γα∇Z) , (2)

onde k é o tensor de permeabilidade absoluta do meio poroso (considerado como sendo diago-
nal); krα é a permeabilidade relativa da fase α; µα é a viscosidade do fluido α; pα é a pressão
da fase α; ∇Z é o gradiente de profundidade; e γα = ραg, onde g é a magnitude da aceleração
da gravidade.

2.2 Equações de transporte

A partir das equações da continuidade (1) e da lei de Darcy modificada (2), pode-se
obter uma equação de transporte para cada fase:

∇ ·
[

ραkrα

µα

k(∇pα− γα∇Z)
]
=

∂

∂t
(φραSα)− q̇mα α = w,n, (3)

sendo que as formulações mais encontradas na literatura são aquelas escritas em termos da
pressão da fase não molhante (α = n) e da saturação da fase molhante (α = w) (ERTEKIN;
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ABOU-KASSEM; KING, 2001; KARDALE, 2015):

∇ ·
[

krn

µnBn
k(∇pn− γn∇Z)

]
=

∂

∂t

[
φ(1−Sw)

Bn

]
− q̇scn (4)

e
∇ ·
[

krw

µwBw
k(∇pn−∇pc− γw∇Z)

]
=

∂

∂t

(
φSw

Bw

)
− q̇scw, (5)

onde B = ρscα
/ρα é o fator-volume-formação (FVF), q̇scα = q̇mα/ρscα

, pc = pn− pw é a pressão
capilar, e considera-se que o meio encontra-se saturado: Sw +Sn = 1. O subscrito sc indica as
condições-padrão.

Para fluidos ligeiramente compressíveis, considera-se que (CRAFT; HAWKINS, 1991):

Bl = Blb exp[cl(plb− p)], (6)

com Blb representando o FVF do fluido no ponto de bolha; cl , o coeficiente de compressibilidade
do fluido, e plb, a pressão do fluido no ponto de bolha.

Segundo Petrosky e Farshad (1995), na região de óleo subsaturado, p > pob, a variação
da viscosidade do fluido com a pressão pode ser calculada por:

µo = µob[1+ cµo(p− pob)], (7)

onde cµo é o coeficiente de variação da viscosidade, e pob é a pressão do óleo no ponto de bolha.
Da literatura, sabe-se que a compressibilidade da rocha do reservatório (ROSA; CAR-

VALHO; XAVIER, 2006), sendo ela pequena e constante, pode ser levada em conta por meio
da relação:

φ = φ
0 [1+ cφ(p− p0)

]
, (8)

onde cφ representa o coeficiente de compressibilidade da rocha, e φ0 e p0 são, respectivamente,
a porosidade e pressão de referência.

Geralmente, em sistemas bifásicos, as permeabilidades relativas são funções da satura-
ção da fase molhante. O modelo de Corey Modificado foi o escolhido para ser empregado neste
trabalho (EZEKWE, 2010). Para a fase molhante, tem-se:

krw(Sw) = krwmax

(
Sw−Siw

1−Siw−Snrw

)ew

(9)

enquanto que, para a fase não-molhante:

krn(Sw) = krnmax

(
1−Sw−Snrw

1−Siw−Snrw

)eow

, (10)

sendo Sw a saturação e Siw a saturação irredutível, ambas da fase molhante; e Snrw a saturação
residual da fase não molhante. Os pontos terminais da curva, krwmax(Snrw) e krnmax(Siw), e os
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expoentes ew e eow são determinados através de medições feitas em laboratório ou por meio de
dados experimentais obtidos para um determinado reservatório.

Empregam-se, também, leis de potência para a determinação da pressão capilar (ROSA;
CARVALHO; XAVIER, 2006):

pc(sw) = pcmax

(
1−Sw−Snrw

1−Siw−Snrw

)epc

, (11)

onde o ponto terminal da curva, pcmax(Siw), e o expoente epc são determinados a partir de
resultados de experimentos laboratoriais ou de dados de campo.

2.2.1 Condições inicial e de contorno

Na busca pelas soluções das Equações (4) e (5), é necessário que sejam fornecidas
as condições iniciais e de contorno associadas ao problema de escoamento. Para um ins-
tante de tempo inicial arbitrário, t0, a condição inicial pode ser, e.g., p(x,y,z, t0) = p0(x,y,z)

e S(x,y,z, t0) = S0(x,y,z) em todo o domínio Ω, onde p0 e S0 representam os valores da pressão
e da saturação em todo o domínio no instante inicial.

Uma condição de pressão prescrita em um poço, na face da formação, é possível e é
considerada como sendo uma condição de contorno interna. Por outro lado, nas fronteiras ex-
ternas, uma condição de contorno do tipo Dirichlet conduz a uma pressão prescrita na fronteira.
Quando se prescreve o fluxo mássico através da fronteira do reservatório (condição do tipo
Neumann) impõe-se ρv ·n =V (x,y,z, t), onde n é o vetor normal unitário externo à fronteira e a
função V fornece o valor da vazão mássica. Em fronteiras seladas (impermeáveis), não há fluxo
(V = 0), de forma que o gradiente de pressão é nulo (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING,
2001).

3 MÉTODO DOS VOLUMES FINITOS

No método dos volumes finitos (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007), os volumes
de controle (ou finito) na malha são sobrepostos ao longo de todo o domínio, definindo-se os
nós da malha como sendo os centros dos volumes finitos. Neles, os valores calculados das
variáveis dependentes representam o valor médio da variável neste volume (ou célula). Desta
forma, o primeiro passo no processo de discretização é a construção da malha computacional,
efetuando-se o particionamento do domínio de resolução.

Portanto, aplica-se o processo de discretização a um domínio tridimensional, usando-se
como incrementos espaciais ∆x (na direção x), ∆y (na direção y) e ∆z (na direção z). Neste caso,
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nx, ny e nz volumes existem nas direções x, y e z, respectivamente, e

nx

∑
i=1

∆xi = Lx,
ny

∑
j=1

∆y j = Ly,
nz

∑
k=1

∆zk = Lz, (12)

onde i, j e k são os índices associados aos volumes finitos nas direções x, y e z, respectivamente.
No caso da direção x, as fronteiras dos volumes são referenciadas, e.g., por i+ 1/2, j,k para a
interface comum aos blocos i, j,k e i+ 1, j,k. Indexações análogas são utilizadas nas demais
interfaces e direções do espaço. Por uma questão de simplificação, adota-se uma notação usual
mais compacta, que pode ser encontrada em Versteeg e Malalasekera (2007), para a designação
das faces e dos nós dos volumes finitos (Figura 1).

As equações governantes devem ser integradas no espaço, sobre um volume finito, e no
tempo de tn a tn+1 (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). Empregando-se esquemas do tipo
diferenças centradas no espaço e uma formulação conservativa para o termo transiente (AZIZ;
SETTARI, 1979) obtêm-se, após feitas todas as integrações no espaço e no tempo, as formas
discretizadas das Equações (4) e (5) (FREITAS, 2017):

Figura 1 – Volume de integração e interfaces.
Fonte – O autor (2018)

∆(Tn∆pn)
n+1
P
−∆(Tnγn∆Z)n+1

P
=Cnp∆t pn +Cns∆tSw−qn+1

scnP
(13)

e

∆(Tw∆pn)
n+1
P
−∆(Tw∆pc)

n+1
P
−∆(Twγw∆Z)n+1

P
=Cwp∆t pn +Cws∆tSw−qn+1

scwP
, (14)
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onde

Cnp =
VP

∆t

{[
φ

n+1
P

(
1

Bn

)′
P

+
φ′

P

Bn
nP

]
(1−Sn

wP
)

}
, (15)

Cns =−
VP

∆t

(
φn+1

P

Bn+1
nP

)
, (16)

Cwp =
VP

∆t

{[
φ

n+1
P

(
1

Bw

)′
P

+
φ′

P

Bn
wP

]
Sn

wP

}
, (17)

Cws =
VP

∆t

(
φn+1

P

Bn+1
wP

)
, (18)

onde ∆tϕ = ϕn+1
P
− ϕn

P
(ABOU-KASSEM; ALI; ISLAM, 2006) e introduziu-se o operador

∆(ξ∆η)
P
, para que fosse possível reescrever as equações discretizadas numa forma compacta

(ABOU-KASSEM; ALI; ISLAM, 2006),

∆(ξ∆η)
P
≡ ξxw (ηW −ηP)+ξxe (ηE −ηP)+ξyn (ηN −ηP)+ξys (ηS−ηP)

+ξza (ηA−ηP)+ξzb (ηB−ηP) ,
(19)

com as transmissibilidades Tlx f sendo definidas, segundo Aziz e Settari (1979), por

Tlx f ≡
(

kxAxkrl

µlBl∆x

)
f

l = n,w, (20)

onde f é igual a w ou e. Analogamente, podem-se obter as respectivas equações para as direções
y e z. A partir das Equações (8) e (6), para fluidos ligeiramente compressíveis, tem-se que:(

1
Bl

)′
=

cl

Bl
. (21)

Assim, as Equações (13) e (14) formam um sistema de equações algébricas não lineares, que
deve ser resolvido numericamente empregando-se um método apropriado.

3.1 Implementação das condições de contorno

Seguindo o desenvolvimento realizado por Freitas (2017), na implementação das condi-
ções de contorno, usa-se a equação geral:

aη f η
′
f +bη f η f = cη f , (22)

onde f designa as faces das células no contorno e η′ a derivada espacial da variável η. Então,
variando-se os valores de aη f , bη f e cη f , é possível impor os três tipos de condições de contorno
mais comuns nas engenharias: Dirichlet, Neumann ou Robin.
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3.2 Aspectos numéricos

Escrevem-se, agora, as transmissibilidades na forma geral (considerando a direção x)

T n+1
lx f = Gx f Fn+1

pl f Fn+1
Sl f (23)

onde
Gx f =

(
kxAx

∆x

)
f

(24)

é o termo geométrico,

Fn+1
pl f =

(
1

µlBl

)n+1

f
(25)

é uma função da pressão e
Fn+1

Sl f = (krl)
n+1
f (26)

depende da saturação, sabendo-se que elas devem ser obtidas nas interfaces f dos volumes da
malha computacional, sendo que as pressões e as saturações são determinadas em seus centros.
Assim sendo, técnicas de interpolação devem ser utilizadas na avaliação das propriedades nas
interfaces dos blocos.

Segundo Aziz e Settari (1979), para o cálculo de Fp podem-se usar médias aritméticas.
Por outro lado, na determinação de FS, o esquema de diferenças centradas conduz a instabili-
dades, e métodos do tipo upwind (LEVEQUE, 2002) podem ser, alternativamente, usados para
calcular FS nas fronteiras entre os volumes da malha (AZIZ; SETTARI, 1979).

Em geral, o termo geométrico é avaliado nas faces dos volumes finitos empregando-se
uma média harmônica para o cálculo do valor da permeabilidade absoluta na interface (ERTE-
KIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001).

4 RESOLUÇÃO NUMÉRICA DO SISTEMA DE EQUAÇÕES

O método IMPES foi desenvolvido por Sheldon, Zondek e Cardwell (1959) e Stone e
Garder (1961), tendo como objetivo a obtenção da solução segregada das EDPs escritas em
termos da pressão e da saturação. Para tanto, devem-se obter as pressões capilares e as trans-
missibilidades avaliando-as explicitamente no tempo n, ou no tempo n+ 1, em uma iteração
conhecida n + 1,v. Trata-se de um método eficiente e muito estudado (KOU; SUN, 2004;
CHEN; HUAN; LI, 2004; MONTEAGUDO; FIROOZABADI, 2006; MEISTER; BADER,
2015; FREITAS, 2017; REDONDO, 2017).
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4.1 Implementação do método IMPES

A obtenção da equação para a pressão, válida em cada volume, se dá pela combina-
ção das Equações (13) e (14) de modo que o termo ∆tSw seja eliminado. Assim, multiplica-
se a Equação (13) por Bn+1

nP
, a Equação (14) por Bn+1

wP
, adicionando ambas, sabendo-se que

Bn+1
nP

Cns +Bn+1
wP

Cws = 0. Então, a equação para a pressão resultante é dada por (ERTEKIN;
ABOU-KASSEM; KING, 2001)

Bn+1
nP

∆(Tn∆pn)
n+1
P

+Bn+1
wP

∆(Tw∆pn)
n+1
P
−Bn+1

wP
∆(Tw∆pc)

n+1
P
−Bn+1

nP
∆(Tnγn∆Z)n+1

P

+Bn+1
wP

∆(Twγw∆Z)n+1
P

= (Bn+1
nP

Cnp +Bn+1
wP

Cwp)∆t pn− (Bn+1
nP

qn+1
scnP

+Bn+1
wP

qn+1
scwP

),
(27)

podendo ainda ser linearizada, para uma iteração de Picard (ERTEKIN; ABOU-KASSEM;
KING, 2001), na forma

−T n+1,v
tza pn+1,v+1

nA
−T n+1,v

tyn pn+1,v+1
nN

−T n+1,v
txw pn+1,v+1

nW

+(T n+1,v
tza +T n+1,v

tyn +T n+1,v
txw +T n+1,v

txe +T n+1,v
tys +T n+1,v

tzb
+Ct p)pn+1,v+1

nP

−T n+1,v
txe pn+1,v+1

nE
−T n+1,v

tys pn+1,v+1
nS

−T n+1,v
tzb

pn+1,v+1
nB

=Ct p pn+1,v
nP

−Bn+1,v
nP

[T n+1,v
wza

(pn+1,v
cA

− pn+1,v
cP

)+T n+1,v
wyn

(pn+1,v
cN

− pn+1,v
cP

)

+T n+1,v
wxw

(pn+1,v
cW

− pn+1,v
cP

)+T n+1,v
wxe

(pn+1,v
cE

− pn+1,v
cP

)+T n+1,v
wys

(pn+1,v
cS

− pn+1,v
cP

)

+T n+1,v
wzb

(pn+1,v
cB

− pn+1,v
cP

)]+qn+1,v
sctP +Γ

n+1,v
tP ,

(28)

tendo sido introduzidas as seguintes variáveis:

Ct p ≡ Bn+1,v
nP

Cnp +Bn+1,v
wP

Cwp, (29)

qn+1,v
sctP ≡ Bn+1

nP
qn+1,v

scnP
+Bn+1

wP
qn+1,v

scwP
, (30)

e
Γ

n+1,v
tP ≡ Bn+1

nP
Γ

n+1,v
nP

+Bn+1
wP

Γ
n+1,v
wP

, (31)

qn+1,v
sctP ≡ Bn+1

nP
qn+1,v

scnP
+Bn+1

wP
qn+1,v

scwP
. (32)

A Equação (28) deve ser resolvida de modo a determinar a pressão que é, em seguida,
usada no cálculo explícito da saturação a partir da forma linearizada:

Sn+1,v+1
wP

= Sn
wP

+
1

Cws
[T n+1,v

wza
∆Φ

n+1,∗
wzA

+T n+1,v
wyn

∆Φ
n+1,∗
wyN

+T n+1,v
wxw

∆Φ
n+1,∗
wxW

+T n+1,v
wxe

∆Φ
n+1,∗
wxE

+T n+1,v
wys

∆Φ
n+1,∗
wyS

+T n+1,v
wzb

∆Φ
n+1,∗
wzB

−Cwp∆t pn +qn+1,v
scwP

],

(33)
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onde:
∆Φ

n+1,∗
wzA

≡ (pn+1,v+1
nA

− pn+1,v+1
nP

)− (pn+1,v
cA

− pn+1,v
cP

)− γ
n+1,v
wa

(ZA−ZP), (34)

com formas análogas podendo ser obtidas para ∆Φ
n+1,∗
wyN , ∆Φ

n+1,∗
wxW , ∆Φ

n+1,∗
wxE , ∆Φ

n+1,∗
wyS e ∆Φ

n+1,∗
wzB .

As Equações (28) e (33) são solucionadas de forma iterativa até que a convergência seja
atingida. Para se determinar o critério de interrupção das iterações define-se

θpn =
δpn+1,v+1

n

pn+1,v+1
n

(35)

e

θSw =
δSn+1,v+1

w

Sn+1,v+1
w

(36)

com δpn+1,v+1
n = pn+1,v+1

n − pn+1,v
n e δSn+1,v+1

w = Sn+1,v+1
w −Sn+1,v

w para os 1,2,3,4, ...N volu-
mes finitos do domínio computacional. As iterações terminam quando o maior valor absoluto
de θpn e θSw for menor do que o da tolerância (tolit). Uma vez que essa condição seja verificada,
diz-se que a solução numérica convergiu.

Na prática, sabe-se que a determinação implícita da pressão exige um maior esforço
computacional do que o cálculo explícito da saturação. Assim sendo, considerando-se que a
pressão seja determinada a cada intervalo de tempo ∆tp, divide-se esse intervalo em m subinter-
valos ∆ts, onde ∑

m
i=1 ∆tsi =∆tp, que é então empregado para o cálculo da saturação (HURTADO;

MALISKA; SILVA, 2006).
Durante a simulação, é interessante que se possa variar o tamanho do passo de tempo

para que ele seja o maior possível a cada iteração, de maneira a reduzir o número de passos
de tempo necessários para atingir o tempo máximo de simulação. Sendo itn−1 o número de
iterações necessárias para alcançar a convergência no passo de tempo anterior (∆tn−1), pode-se
adotar o seguinte critério empírico (FREITAS, 2017):

∆tn =


ndecr∆tn−1 se itn−1 > itdecr,

nincr∆tn−1 se itn−1 ≤ itincr,

∆tn−1 caso contrário.

(37)

onde ndecr e nincr são as taxas de decrescimento e crescimento do passo de tempo; itdecr é o
número mínimo de iterações para a convergência da solução, no passo de tempo anterior, no
qual o passo de tempo foi reduzido; e itincr, o número máximo de iterações para o qual ele é
incrementado (itincr < itdecr). Para tornar o critério mais conservador, o crescimento do passo
de tempo é limitado a um valor máximo, ∆tn ≤ ∆tmax. No caso da simulação não convergir para
um dado passo de tempo calculado, ele é reduzido, e a simulação prosseguirá com esse novo
valor do passo de tempo.
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4.2 Solução do sistema de equações para a pressão do óleo

A solução dos sistemas de equações algébricas lineares é, na maioria dos casos, uma das
etapas que demandam o maior esforço computacional em uma simulação de reservatórios, e,
geralmente, métodos iterativos são utilizados com tal objetivo (ERTEKIN; ABOU-KASSEM;
KING, 2001). Dentro da classe de métodos iterativos, a alternativa escolhida para a solução do
sistema linear (28) foi o Método do Gradiente Biconjugado Estabilizado (Biconjugate Gradient

Stabilized Method, ou BiCGStab) (VORST, 1992).

4.3 Processamento paralelo usando o OpenMP

Na computação de alto desempenho, uma das técnicas conhecidas de paralelização é
a Aplication Programming Interface (API) OpenMP. Em sua utilização, em arquiteturas de
memória compartilhada, faz-se necessário o uso de três componentes básicos: as diretivas de
compilação, a biblioteca de execução e as variáveis de ambiente (ARB, 2011). O emprego do
OpenMP baseia-se no modelo de execução denominado Fork-Join, conforme ilustrado na Fi-
gura 2 (CHAPMAN; JOST; PAS, 2008). Em geral, pode-se dizer que, em algum momento, uma
determinada diretiva iniciará a paralelização (thread inicial) de um trecho do código computa-
cional, distribuindo uma sequência de tarefas entre diversas threads. Em seguida, as threads

executarão as tarefas designadas de modo separado (Fork), e, posteriormente, a thread inicial
reunirá todas as informações resultantes do trabalho paralelizado (Join).

Figura 2 – Modelo Fork-Join.
Fonte – Adaptado de Werneck (2016)

Os dados utilizados nos cálculos são rotulados em dois tipos básicos de classificação:
shared e private. No caso do tipo shared, existe apenas uma instância dos dados, sendo que

ForSci.: r. cient. IFMG, Formiga, v. 7, n. 1, e00606, jan./jun. 2019.



ALMEIDA, R. A. B. S. et al. Implementação paralelizada do método Gradiente Biconjugado Estabilizado para a
simulação de escoamentos bifásicos em reservatórios de petróleo. 12

todas as threads podem acessar e modificar os dados simultaneamente, a menos que alguma
restrição seja imposta via comando específico do OpenMP. Todas as alterações são visíveis
para todas as threads. Por outro lado, quando o tipo private é adotado, cada linha de execução
possui uma cópia dos dados, que é particular. Nesse caso, as alterações são visíveis apenas para
a thread que possui os dados. Uma descrição completa desses e de outros comandos pode ser
encontrada em Chapman, Jost e Pas (2008).

Portanto, neste trabalho, as diretivas e os tipos de dados, #pragma, shared e private,
foram aplicados na paralelização do método BiCGSTAB. O Algoritmo 1 mostra a sequência
de etapas executadas com a indicação das operações que foram paralelizadas. Observa-se, no
algoritmo, que o vetor solução, x, e o vetor residual, r, são atualizados iterativamente.

Algoritmo 1: Método do Gradiente Biconjugado Estabilizado paralelizado.

Entrada: Forneça o número máximo de iterações nmax e a tolerância tol; Calcule o
resíduo r0 = b−Ax0 para a estimativa inicial x0; Faça r̂0 = r0; Faça p0 = r0.

1 para k = 0,1, ... faça
2 Calcule Apk // Produto matriz-vetor paralelizado
3 Calcule < rk, r̂0 > // Produto interno paralelizado
4 Calcule < Apk, r̂0 > // Produto interno paralelizado

5 αk =
< rk, r̂0 >

< Apk, r̂0 >
6 sk = rk−αkApk // Subtração de vetores paralelizada
7 Calcule Ask // Produto matriz-vetor paralelizado
8 Calcule < Ask,Ask > // Produto interno paralelizado
9 Calcule < Ask,sk > // Produto interno paralelizado

10 ωk =
< Ask,sk >

< Ask,Ask >
11 xk+1 = xk +αk pk +ωksk // Adição de vetores paralelizada
12 rk+1 = sk−ωkAsk // Subtração de vetores paralelizada
13 Calcule < rk+1, r̂0 > // Produto interno paralelizado

14 βk =
< rk+1, r̂0 >

< rk, r̂0 >

αk

ωk
15 pk+1 = rk+1 +βk(pk−ωkApk) // Operação de vetores paralelizada
16 Compute ||rk+1||
17 if ||rk+1||/||r0||< tol then
18 x = xk+1
19 end
20 else
21 If k = nmax, convergência não alcançada
22 end
23 fim
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Nesta parte, apresentam-se os resultados obtidos com as simulações do escoamento bifá-
sico água-óleo. O simulador foi todo desenvolvido em linguagem de programação C, e as simu-
lações numéricas foram realizadas utilizando-se uma servidora DELL PowerEdge 730 contendo
dois coprocessadores Xeon Phi 3120P, da Intel Corporation com 57 núcleos de 1,10 GHz, num
total de 228 threads (4 por núcleo) e 6 GB de memória RAM cada um.

Estudou-se o problema do escoamento bifásico água-óleo em uma geometria do tipo
Slab. O reservatório possui o formato de um paralelepípedo com dimensões Lx, Ly e Lz (Fi-
gura 3) e considerando-se que todas as suas fronteiras externas são impermeáveis, menos aque-
las cuja normal é paralela ao eixo x. Na fronteira de injeção, localizada em x = 0, impôs-se
um gradiente de pressão e uma condição do tipo Dirichlet para a saturação. Por outro lado, na
fronteira x = Lx, impôs-se um valor de pressão constante.

Figura 3 – Reservatório com geometria do tipo Slab.
Fonte – Adaptado de Freitas (2017)

Um caso-base (padrão) para a simulação foi construído (FREITAS, 2017). Salvo men-
ção em contrário, esses dados foram utilizados em todas as simulações. A Tabela 1 contém as
informações referentes aos fluidos (óleo e água), enquanto a Tabela 2 apresenta os parâmetros
de rocha e de interação rocha–fluido. Considerou-se, como cenário de produção, a injeção de
água em um reservatório contendo óleo e uma quantidade residual de água, levando a uma satu-
ração inicial Sw0 = 0,2. A pressão no topo do reservatório, Pre f , é igual a 5.800 psi, sendo que,
inicialmente, a pressão no reservatório é determinada de acordo com a pressão hidrostática.
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Todo o reservatório encontra-se em uma temperatura constante Tre f = 150 oF. Um gradiente
de pressão uniforme, ∂p/∂x = -0,5 psi/ft, no plano yz, foi imposto na fronteira esquerda do
reservatório. O tempo total de simulação, tmax, foi estipulado como sendo de 1.000 dias.

Tabela 1 – Propriedades dos Fluidos

Óleo Água
Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade

ρsco 56,13 lbm/ft3 ρscw 62,37 lbm/ft3

pob 2.000 psi pwb 2.000 psi
Bob 1,13 bbl/STB Bwb 1,022 bbl/STB
co 5 ×10−6 psi−1 cw 18 ×10−6 psi−1

µob 1,69 cp µwb 0,69 cp
cµo 1,42 ×10−4 psi−1 cµw 0,52 ×10−4 psi−1

Fonte – O autor (2018)

Tabela 2 – Propriedades do Reservatório

Fluido-Rocha Rocha
Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade

Siw 0,15 – kx = ky 10 mD
Snrw 0,15 – kz 7,5 mD

krwmax 0,4 – φ0 0,2 –
krnmax 0,9 – cφ 4×10−6 psi−1

ew 4 –
eow 4 –
pcmax 0 psi
epc 2 –

Fonte – O autor (2018)

No estudo do desempenho computacional, escolheu-se empregar quatro malhas com-
putacionais. As informações referentes às malhas utilizadas podem ser vistas na Tabela 3, e o
reservatório possui as dimensões: 1.500 ft × 1.000 ft × 100 ft nas direções dos eixos x, y e z

(Figura 3), respectivamente.
Discutem-se, em seguida, os resultados determinados para reservatórios com campos de

permeabilidade absoluta heterogêneos. A heterogeneidade do campo foi gerada a partir do uso
de uma função da posição (FREITAS, 2017):

k(x,y) = 0,001max[F(x,y);0,3] (38)
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Tabela 3 – Malhas computacionais

Malha nx ny nz
1 32 16 5
2 64 32 5
3 128 64 5
4 256 128 5
Fonte – O autor (2018)

onde k(x,y) representa o valor da permeabilidade absoluta na posição (x,y), a função max for-
nece o máximo valor entre dois números reais e

F(x,y) = a
{

0,7
[

0,5sen
(

6π
x
Lx

)
cos
(

12π
y
Ly

)
−1
]
+1
}

(39)

com a sendo chamada de amplitude da função.
Na Figura 4 encontra-se a ilustração de um campo de permeabilidade criado a partir do

emprego da Equação (38) e da Malha 4. Nota-se que, apesar do campo de permeabilidade ser
heterogêneo, existe um padrão que é espacialmente periódico.

Figura 4 – Exemplo de um campo heterogêneo de permeabilidade.
Fonte – O autor (2018)

Nas Tabelas 4 e 5, são apresentados, respectivamente, os resultados de desempenho
computacional calculados empregando-se as Malhas 1, 2, 3 e 4. Cabe ressaltar que, quando
se refina a malha, o padrão de heterogeneidade também varia espacialmente, devido à Equa-
ção (38). O refinamento de malha também conduz a uma restrição no passo de tempo, como
consequência do cálculo explícito da saturação, acarretando o aumento do tempo total de com-
putação.
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Tabela 4 – Desempenho computacional: Malhas 1 e 2

Malha 1 Malha 2
Threads tOpenMP s Speedup Threads tOpenMP s Speedup

1 831 - 1 4.725 -
20 866 0,96 20 2.842 1,66
40 937 0,99 40 3.026 1,56
60 1.108 0,75 60 3.303 1,43
80 1.096 0,76 80 3.437 1,37

100 1.107 0,75 100 3.371 1,40
120 1.157 0,72 120 3.632 1,30

Fonte – O autor (2018)

Tabela 5 – Desempenho computacional: Malhas 3 e 4

Malha 3 Malha 4
Threads tOpenMP s Speedup Threads tOpenMP s Speedup

1 35.437 - 1 169.297 -
20 12.949 2,74 20 65.777 2,57
40 12.267 2,89 40 62.559 2,71
60 13.166 2,70 60 64.687 2,62
80 13.211 2,68 80 64.500 2,62

100 13.509 2,62 100 63.950 2,65
120 14.375 2,47 120 66.762 2,54

Fonte – O autor (2018)

Quando se leva em consideração todas as malhas, o melhor desempenho foi alcançado
com a Malha 3 (40.960 volumes finitos), com um total de 40 threads. Nesse caso, o speedup

atingiu o valor de 2,89. Por outro lado, para as simulações com a Malha 4, a mais refinada, com
163.840 volumes finitos, um ganho de desempenho não desprezível também foi obtido com a
paralelização do método BiCGSTAB. O melhor resultado foi atingido com 40 threads e um spe-

edup igual a 2,71. Maiores valores para o speedup poderiam ser obtidos com o uso de técnicas
de compressão de matrizes (WERNECK, 2016), mas o presente trabalho não contemplou o seu
emprego e tratou somente das formas tradicionais de armazenamento de matrizes.

De fato, o número ideal de threads, provavelmente, pode não estar contemplado com os
valores apresentados nas tabelas. Talvez, para um dado problema, o valor ideal possa ser, e.g.,
30 threads para a Malha 3 e 50 threads para a Malha 4. De qualquer maneira, o conhecimento
exato desse valor não influencia no comportamento geral e a tendência de ganho de perfor-
mance, descritos a partir da análise dos resultados obtidos com a realização das simulações
computacionais aqui apresentadas.
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Finalizando, a Figura 5 apresenta o avanço da frente de saturação da água no reserva-
tório heterogêneo, para a camada central do meio poroso em relação ao eixo z, utilizando-se
a malha mais refinada (Malha 4). Nota-se a presença de caminhos preferenciais para o esco-
amento do fluido, o que era esperado, devido à existência de regiões com maiores valores da
permeabilidade absoluta, que oferecem uma menor resistência ao deslocamento dos fluidos.

(a) 200 dias (b) 300 dias (c) 400 dias

(d) 500 dias (e) 600 dias (f) 700 dias

(g) 800 dias (h) 900 dias (i) 1.000 dias

Figura 5 – Avanço da frente de saturação da água no meio heterogêneo.
Fonte – O autor (2018)

6 CONCLUSÕES

Ganhos de performance computacional foram obtidos considerando-se o uso do método
IMPES, da paralelização do método BiGSTAB, com a API OpenMP, e do emprego do copro-
cessador Intel Xeon Phi 3120P. Observou-se uma tendência geral de ganho de speedup com
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o aumento do número de volumes finitos da malha computacional, sendo que, para a malha
menos refinada, a paralelização não conseguiu compensar o tempo de execução despendido
no processo do tipo Fork-Join da API OpenMP associado ao uso das threads. Uma tendência
de estagnação também foi observada à medida que o número de threads era incrementado, o
que vai de encontro aos casos reportados na literatura (WERNECK, 2016). Como alternativa,
uma programação mais avançada utilizando o OpenMP e o uso de técnicas de compressão de
matrizes deveriam ser preconizados para que maiores ganhos sejam possíveis.
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PARALLELIZED IMPLEMENTATION OF THE BICONJUGATE GRADIENT
STABILIZED METHOD FOR THE SIMULATION OF TWO-PHASE FLOW IN OIL

RESERVOIRS

ABSTRACT

In this work, we have implemented a parallelized version of the Biconjugate Gradient Stabilized
Method using the OpenMP API, which allowed simultaneous use of threads to execute tasks, in
shared memory architectures, in a coprocessor Intel Xeon Phi 3120P. We have also studied the
problem of water injection in oil recovery in a heterogeneous reservoir with slab type geometry.
We have used the Finite Volumes Method in the discretization of the governing equations of
the two-phase flow and adopted the IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) Method in
the numerical solution of the governing equations. The numerical results have shown that there
was an improvement in computational performance and increase of speedup while refining the
mesh.

Keywords: Biconjugate Gradient Stabilized Method. OpenMP. Two-Phase Flow. Oil Reser-
voirs.
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