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RESUMO

O presente trabalho apresenta a implementacdo em hardware para calculo das fungdes trigo-
nométricas seno e cosseno por meio de rotagdo vetorial utilizando o algoritmo CORDIC. O
codigo foi sintetizado no FPGA DE10-Lite da Terasic Inc. com as ferramentas de desenvol-
vimento da Altera/Intel para familia MAX 10. Com o objetivo de avaliar o desempenho da
implementacao em hardware, € realizado uma comparag¢do com o algoritmo desenvolvido em
Python e seus resultados sdo apresentados. Tais resultados demonstram a precis@o numérica da
arquitetura proposta para a implementacao do CORDIC no FPGA versus Python, ndo conside-
rando o tempo de execugao.
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IMPLEMENTATION OF CORDIC ALGORITHM FOR SINE AND COSINE
CALCULATION IN FPGA

ABSTRACT

The present work presents the hardware implementation for calculating the trigonometric func-
tions sine and cosine by means of vector rotation using the CORDIC algorithm. The code was
synthetized in the DE10-Lite Board from Terasic Inc. with Altera/Intel development tools for
MAX Family 10. In order to evaluate the performance of the hardware implementation, a com-
parison with the algorithm developed in Python is performed and its results are presented. These
results demonstrate the numerical precision of the proposed architecture for the implementation
of CORDIC in FPGA versus Python, not considering the execution time.
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1 INTRODUCAO

CORDIC (Coordinate Rotation Digital Computer) (VOLDER, 1959a), também conhe-
cido como algoritmo de Volder, em homenagem ao seu criador Jack E. Volder (VOLDER,
1959b), € um método simples para calcular fungdes trigonométricas, hiperbolicas, logaritmicas
e exponenciais (SWARTZLANDER JR., 1990). Por basear-se em operacdes simples como
soma, subtracdo, deslocamento de bits e look-up tables (LUT), o CORDIC é empregado em
CPUs de baixa complexidade, nas quais geralmente ndo ha um multiplicador implementado em
hardware (microcontroladores e FPGA’s) (MEHER et al., 2009).

A premissa fundamental do CORDIC € que o valor de uma funcao pode ser calculada,
um bit por vez, como uma série alternada (VOLDER, 1959a). A cada bit gerado pelo CORDIC,
um valor de correcao € somado a partir de uma LUT de modo que, a cada iteracdo, o valor
final da fun¢@o ganha maior precisao. Entretanto, a quantidade de bits ofertados pelo hardware
influencia diretamente na precisdo do valor final a ser calculado. Caso a série seja restrita, o
valor € equivalente a um arredondamento para n casas decimais (VOLDER, 1959b).

O CORDIC ¢ utilizado principalmente nas 4reas de andlise de sinais, processamento
de imagem, sistemas de comunicagdo, robética e computagdo grafica (MEHER et al., 2009).
Deve-se isso ao fato de sua performance no cdlculo de funcdes trigonométricas e hiperbolicas,
multiplicacdo de nimeros complexos e reais, divisdes, autovalores e autovetores, solucao de sis-
temas lineares, decomposicdo QR, entre outras vérias atividades (MASRAM; KARULE, 2014).
Recentemente, o CORDIC tem sido amplamente utilizado em aplica¢gdes em biomedicina e es-
pecialmente em conjunto com FPGAs (BISWAL; BANERIJEE, 2010).

Quando um multiplicador estd presente em hardware, o uso do CORDIC nao é ne-
cessdrio, ja que o cédlculo por meio de séries de poténcia e LUT € mais eficiente. O uso do
CORDIC atualmente via software é desnecessario devido a presencga de registradores de ponto
flutuante nas CPUs (VOLDER, 1959a).

O principal objetivo do presente trabalho é demonstrar o algoritmo CORDIC sob a
implementagdo de rotacdo circular, quando empregado em FPGA utilizando arquitetura pa-
ralela, no cdlculo de fung¢des trigonométricas (seno e cosseno). A implementacao descrita neste
trabalho é amplamente utilizada em processamento de sinais digitais com FPGA, como descrito
no trabalho de Aimei Tang em 2016 (TANG et al., 2016).

O trabalho esta organizado da seguinte forma: a sec@o 2 apresenta o referencial tedrico
descrevendo o algoritmo CORDIC. A se¢do 3 apresenta o projeto e a arquitetura adotada. A
secdo 4 apresenta a implementacdo na FPGA. A secdo 5 apresenta os resultados e discussoes.

E, por fim, as conclusdes principais a partir do estudo realizado no presente trabalho na secao
6.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Algoritmo CORDIC - modo rotagao

O presente trabalho tem como principal objetivo calcular as fungdes trigonométricas Seno e Cos-
seno de um angulo zp. Para isso, 0 CORDIC foi implementado utilizando o modo rota¢io para encontrar
as coordenadas x e y dentro do circulo trigonométrico unitdrio do angulo zo considerado (MULLER,

1961). Para comegar, o algoritmo considera um vetor inicial vo (Equacdo 1) com as seguintes coordena-

1
Vo = (D

Em cada iteracdo do algoritmo, o vetor vq € rotacionado em sentido anti-hordrio ou horario em

das:

passos decrescentes a fim de obter uma aproximagdo das magnitudes de x e y (Equacdo 2). Os passos

sdo definidos segundo a fung@o trigonométrica arctan(2~') para i um nimero natural iniciando em 0.

xo = £ = 0.6072
Yo =0 2
20=190

Para a Equacdo 2, a constante K € calculada, como serd mostrado adiante, com base nas Equacgdes
10 e 11. Formalmente, a cada iteragdo, o algoritmo calcula uma rotagdo por meio da multiplicacdo do

vetor v; com a matriz de rotacio R;:

vi=Ryvi_ 3)

Dada a matriz R; da Equacio 4:

R — cos(y;) —sin(y;) @
sin(y;)  cos(y;)
Com as seguintes propriedades trigonométricas das Equacdes 5 e 6:
cos(yi) = L Q)
l 1+ tan? (’Yl)
, tan(y;)
sin(y;) = ————— 6
) 1 +tan?(y;) ©

E possivel reduzir a Equagio 3 para o seguinte formato:
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1 1 — tan('yi) i—1
vi=———— @)

/1 +tan?(y;) |tan(y;) 1 Vi1
Para que seja possivel realizar as operacdes de aproximacdo das funcdes trigonométricas de
cosseno e seno, é necessdrio limitar o angulo 7; de tal forma que ele assuma valores tan(y;) = F27".
Desta maneira, a multiplicagdo com a tangente pode ser simplificada por uma divisdo de poténcia de dois,
sendo assim de facil calculo com uma simples operacdo de deslocamento de bits. Com isso, podemos

simplificar a expressdo para a Equacdo 8 abaixo:

b — 1 1 —Gi,-Z*" Xi—1 )
CoVi+22 o2t 1 Yi-1

A partir deste resultado € possivel estabelecer as seguintes relacdes matematicas da Equacgéo 9:

Xi| 1 Xio1 — 027y
yi| V14272 627y
. 1 .
Omitindo a constante de escala Nt obtemos:
_; . Xiy] = xi— 027"y
Xi= Xi-1—06:27"yi1 Xip1 = X —0:27"y i
i - i Vitl = Yi—0i27'x ©)
Yi= Yi-1—0i27'xi1 Yit1 = Yi—0i27'x; y
Ziy1 = Zi—Ojarctan(27')

Da Equagdo 9 o termo z;+1 = z; — G; arctan(Z_i ) tem como fug@o acumular o valor de todas as
rotagdes e comparar com seu valor zp, de maneira que seja possivel identificar o sentido de rotagdo a
ser realizado na proxima iteracdo (sentidos horario ou anti-hordrio). O valor de ¢ (Equagdes 8 e 9)
alterna entre —1 e 1 e serve para indicar o sentido de rotacao do vetor. Durante as iteragdes do algoritmo
& possivel ignorar a seguinte expressdo e aplicd-la ao final como um fator de escala, como sugere a
Equacgdo 10:

K= —— (10)

Como fator de escala, a expressdo anterior necessita ser trabalhada de acordo com a Equacdo 11:

n—1 n—1 1

Se o niimero de iteragdes for limitado, o valor de K (Equacdo 12) pode ser aproximado a uma

constante:

K = lim K(n) ~ 0.6072529350088812561694 (12)

n—yoo
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Em alguns casos, para reduzir a complexidade do algoritmo, o K nfo € corrigido. Por este

motivo, hd um ganho de processamento A, calculado de acordo com a Equagao 13:

1 (= .

A=— =1im H V14272~ 1.64676025812107 (13)
K noeid

Ao final do algoritmo os valores do seno e cosseno de zp serdo, respectivamente, as coordenadas

yeux.
2.2 Algoritmo CORDIC - modo vetorizacao

Neste modo assume-se que a coordenada xg € um valor positivo e que a coordenada yg € escolhida
arbitrariamente. Assim como o modo de rotacdo, a vetorizacdo é baseada em rotagdes sucessivas do
vetor, com o objetivo de rotaciona-lo para o eixo x e anular o valor de y;, desta maneira o angulo zg
conterd o total de rotacdes (em unidades de dngulos) e o valor final de x; serd a magnitude original do

vetor escalada por K.

3 PROJETO E ARQUITETURA

3.1 Convergéncia

Umas das consideragdes de projeto para um processador CORDIC € a regido de convergéncia.
Na forma bésica, o algoritmo CORDIC n@o converge para todas as coordenadas de entrada. Para o modo
rotacdo, o algoritmo CORDIC converge desde que o valor absoluto do angulo de rotacao nio seja maior
que 1,7433 radianos, ou aproximadamente 99,88°. A abordagem mais direta para lidar com a questdo

A g A < A T

da convergéncia € primeiro notar que o gama natural de convergéncia se estende além do dngulo —. Ou
T 2

seja, o conjunto basico de equagdes converge para o intervalo de [—5, 5] Para aumentar a faixa de

L
convergéncia (de [—5, 5] para [—T, 7)), é necessdrio uma rotagdo inicial do vetor, de forma a colocd-lo
nos quadrantes [ e IV (HAUCK, 2008).

3.2 Projeto da unidade de micro-rotacao

Para implementar o algoritmo CORDIC em hardware, é necessario uma unidade de micro-
rotacdo que tem a finalidade de girar o vetor, em cada iteragdo, em um valor determinado por 6;. A
Tabela (1) contem os angulos arctan(2~') que sdo armazenados em uma ROM criada no dispositivo.

A unidade de micro-rotacdo é composta por duas unidades de deslocamento aritmético, trés
somadores/subtratores, e uma LUT (Tabela 1) que contém os valores arctan(2 '), conforme mostrado na
Figura 1. Para determinar se a operacdo a ser realizada é de soma ou de subtragdo, considera-se o bit

mais significativo do sinal 6;(Z).
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Tabela 1 — Valores para o arctan(2~)

Iteracao arctan(27") Ponto Fixo

0 0.785400390625000 00100000000000000000000000000000
1 0.463653564453125 00010010111001000000010100011101
2 0.244979858398438  00001001111110110011100001011011
3 0.124359130859375 00000101000100010001000111010100
4 0.062423706054688 00000010100010110000110101000011
5 0.031234741210938 00000001010001011101011111100001
6 0.015625000000000 00000000101000101111011000011110
7 0.007812500000000  00000000010100010111110001010101
8 0.003906250000000 00000000001010001011111001010011

Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).

“ ¥ = Xi- B2y,

M

x; —M >
l— Xi»y i -
L
M >
Yi
B [M-1

8, N

Figura 1 — Unidade de micro-rotagdo
Fonte: Khan (2011).

3.3 Arquitetura paralela desenvolvida

O CORDIC opera em dois modos: paralelo e pipelined. No modo paralelo, todas as operagdes
de rotagdes sdo realizadas em apenas um ciclo de clock. O algoritmo CORDIC separa em etapas cada
iteracdo. Cada etapa € composta dos mesmos componentes: trés somadores/subtratores, duas unidades
de deslocamento aritmético e uma LUT. Portanto, a saida de uma etapa corresponde a entrada da etapa
seguinte. O diagrama da arquitetura paralela € apresentado na Figura 2.

A arquitetura paralela, mostrada na Figura 2, resulta em duas vantagens: As unidades de des-
locamento e as constantes correspondente ao arctan(2~') podem ser interconectadas por trilhas, sem a
necessidade de registradores adicionais; O circuito € constituido de circuito combinacional tornando a
arquitetura mais simples. A principal desvantagem € a grande quantidade de drea que € necessdria para

sua implementacdo e isto implica em um maior consumo energético. A arquitetura paralela é facilmente
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Figura 2 — Arquitetura paralela para o CORDIC
Fonte: Khan (2011).

convertida em uma arquitetura pipelined inserindo registradores em cada etapa de iteragdo. Como na
maioria dos FPGAs ja existem registradores presentes em cada célula 16gica, assim a adi¢do de regis-
tradores pipelined ndo tem custo adicional de hardware (ANDRAKA, 1998). O RTL (Register-Transfer

Level) da arquitetura paralela desenvolvida é apresentado na Figura 3.

{ ; =
% . P : f :ﬂ‘ =l L:{]T‘

5 If
S

Figura 3 — RTL da arquitetura desenvolvida
Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).

4 IMPLEMENTACAO NO FPGA

Esta secdo apresenta a implementagdo da arquitetura proposta no FPGA. Utilizando o software
Quartus Prime, foi realizado a sintese do design em Verilog. As caracteristicas da sintese para o FPGA
MAX10 estdo presentes na Tabela (2).
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Tabela 2 — Saida de dados referente a sintese do design do software Intel Quartus

Propriedades Valores

Flow Status Successful - Mon Apr 8 21:10:58 2019
Quartus Prime Version 18.1.0 Build 625 09/12/2018 SJ Lite Edition
Revision Name cordic

Family MAX 10

Device 10M50DAF484C7G

Total logic elements 319/49,760 (<1 %)

Total combinational functions 318/49,760 (<1 %)
Dedicated logic registers 102/49,760 (<1 %)

Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).

Utilizou-se o software ModelSim para realizar a simulagdo do cédigo do CORDIC. Para rea-
lizar o testbench, angulos em um intervalo de 0° a 360° foram utilizados. O resultado do testbench é

apresentado na Figura 4, que em destaque apresenta o cdlculo do seno e cosseno para o angulo de 90°.

[T] Wave - Default

Cursor 1 | 13249324 ps

31949 31994
) ¥ ANGLE (PR elelelopRelolml 01000000000000000000000000000000

Figura 4 — Waveforms para o test bench

Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).
Pode-se observar que os valores na figura em destaque nao sao os valores reais de seno e cosseno
de 90 °. Para obter os valores reais, basta dividir o valor do sinal *SIN’ e *COS’ da simulag¢do por
32000. O valor 32000 é simplesmente uma escala utilizada para facilitar a implementacio do algoritmo

CORDIC no FPGA. Sendo assim, teremos o valor 1 e 0 para o seno e cosseno de 90 ° respectivamente.
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O sinal ’ANGLE’ representa o angulo de entrada, ele foi representado utilizando 32 bits. O célculo

2

utilizado para representar o valor do sinal ’ANGLE’ € apresentado na Equacao 14.

o

90
Angle = 360° %232 (14)

Como nem o FPGA MAX10, nem a placa de desenvolvimento DE10-Lite possui DAC, foi im-
plementado um conversor de sinal analdgico para digital (DAC) de 19 bits entdo. Para realizar os testes, o
algoritmo CORDIC foi sintetizado no FPGA e seus GPIOs foram conectados no DAC implementado. Os
GPIOs utilizados sdo apresentados na Figura 5 em vermelho. Para analisar a saida do DAC, foi utilizado
um osciloscopio. A Figura 6 apresenta a bancada onde foram realizados os testes e a senoide produzida.
A frequéncia de operacdo do MAX10 € de SOMhz.

GPIO_{0]
GPIO_(2]
GPIO_[4]
GPIO_{6]
GPIO_(8]
sv

GPIO_[10]
4 GPI0_(12]
GPIO_(14]
2 GPIO_[16]
1 GPio_(18] 21
GPIO_(20]
GPIO_(22]
GPIO_[24]
3av

GPIO_(1]  PIN_W10
GPIO_[3]
GPIO_[5]
GPIO_[7)
GPIO_[9]

2 GND

W 1 GPio_[11]

16 GPIO_[13]

GPIO_[15]

&l o0 G0 (17]

22 GPIO_(19]

1 GPIO_[21]
GPIO_[23] A

28 GPIO_[25]  PIN.Y7

30 GND

32 GPIO_[27]  PIN_YE

34 GPIO_[29]  PIN.YS

36 GPIO_(31]  PIN_YA

d 22 GPID_[33]  PIN_Y3

0 GPIO_[35]  PIN_AAZ

GPIO_(26]
GPIO_[28]
GPIO_(30]
GPIO_(32]
GPIO_[34]

Figura 5 — GPIOs utilizados
Fonte: (Del0-lite. .., ).

cH1

(a) Senoide produzida pelo CORDIC no FPGA. (b) Bancada de testes.

Figura 6 — Implementagdo na FPGA
Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).

4.1 Implementacao em PYTHON

Esta secdo apresenta a proposta de implementacdo do CORDIC em um computador. O compu-
tador utilizado foi um Dell Inspiron 15-7559 com um porcessador Intel(R) Core(TM) i7-600HQ CPU
@ 2.60GHz, 16GB de meméria RAM e Windows 10 (compilagao 17134.885). O interpretador utilizado
foi o Python 3.7.4. O cédigo do CORDIC foi implementado em Python de maneira que gere um arquivo
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texto com os valores de seno e cosseno para que possa ser observada a precisdo numérica em relacdo aos

valores produzidos pelo FPGA.

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta secdo apresenta os resultados da implementacdo no FPGA e andlise de desempenho da
arquitetura proposta. O desempenho da implementacdo do CORDIC depende unicamente de somadores
utilizados, diferentemente das CPUs que tem outros recursos dedicados em hardware para este fim. Além
disso, o objetivo deste trabalho é apresentar a precisdo numérica de cada arquitetura e nao considera o
tempo de execucdo para os resultados obtidos.

A fim de avaliar o desempenho da arquitetura proposta, o algoritmo CORDIC foi implementado
em Python e a partir de seus resultados foi possivel calcular o erro com base na implementacio feita em
hardware no FPGA. O célculo do erro foi baseado na Equacao 15.

E = |CORDICpy;pon — CORDICrpca| (15)

A fidelidade dos resultados do CORDIC implementado em FPGA quando comparado com os
resultados obtidos em Python, como explicado anteriormente, € confirmada quando observa-se o resul-
tado do erro obtido através da Equacdo 15, filtrados pela transformada rdpida de Fourrier, nas Figuras 7a

e 7b, referentes respectivamente ao erro do seno e cosseno.

Sine values Error Cosine values Error

0.045 0.05
0.04
0.04
0.035
0.03 - 0.03 1
i 0.025 oo}
g o2} 2
w w
0.015 | 0.01
0.01 o I”\'J\\M“;“ Vst M\v"\,m*;u"‘w/\u‘w Ap g A A‘w‘\rﬁb’v\‘v"rh
0.005 I
J I | il | -0.01 1
0 M yA’,‘&.',J,ln-'..,'w‘M‘W\m ) M'_!in,wwl»-'u.anr-—gr\".~\.P\-‘«{.\,w.,w\_m b~\JLu11|
0,005 . | | | | . | 002 . | . | | . |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350
Degree Degree
(a) Erro dos valores da fungdo seno entre os dados (b) Erro dos valores da funcdo cosseno entre os da-
obtidos do FPGA e Python. dos obtidos do FPGA e Python.

Figura 7 — Erro seno e cosseno
Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).

Estes resultados mostram um erro extremamente pequeno entre as duas abordagens, com pico
no célculo do seno e cosseno de 0 e 360 graus, no entanto o erro pode ser desconsiderado devido a sua
magnitude. Esses resultados confirmam que o CORDIC ¢ uma étima opgao para o calculo de fungdes

trigonométricas em hardwares sem um multiplicador.
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Pode-se observar que as curvas plotadas sdo extremamente similares representado pelas Figuras
8 (seno) e 9 (cosseno). Isso mostra que o algoritmo CORDIC reproduz os resultados das funcdes de
maneira fiel quando implementado em hardware em comparacdo a sua implementa¢do no computador
utilizado. No entanto, vale ressaltar que o CORDIC foi desenvolvido para hardwares nos quais nao ha

um multiplicador fisico implementado.

Seno FPGA vs PYTHON

T
02— —
o4l |
-06 — m
' FPGA
mm— python
08 ||
4 | | | | | |

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Graus

Seno

Figura 8 — Gréfico da func¢do seno plotada com os valores obtidos com Python e o FPGA
Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).

Cosseno FPGA vs PYTHON
T

Cosseno

' FPGA

" Python

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Graus

Figura 9 — Grafico da funcdo cosseno plotada com os valores obtidos com Python e o FPGA
Fonte: Desenvolvido pelo autor (2019).
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6 CONCLUSAO

Nota-se que 0 CORDIC implementado em Verilog FPGA obteve 6timos resultados. Também ¢é
notdvel a quantidade de memoria que a implementagdo ocupou no FPGA. Isso se deve ao fato de ser
utilizada uma arquitetura paralela, na qual a iteracdo principal é repetida por um determinado nimero
de vezes. Portanto, a arquitetura apresentada nesse trabalho tem a vantagem de ser simples de se im-
plementar, pois ndo hd a necessidade de criar uma unidade de controle. O algoritmo CORDIC torna-se
uma 6tima op¢ao para ser utilizada quando houver a necessidade de empregar o uso de funcdes trigo-

nométricas seno e cosseno em design digital.
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